
Ly
ée Carnot Mars 2008ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Algèbre 6 � Appli
ations linéairesExer
i
e 1 � Déterminer si les appli
ations suivantes de R2 vers R2 sont linéaires ou non. Sioui, déterminer leur image et leur noyau.1. (x; y) 7! (0; 0) ;2. (x; y) 7! (x; y) ;3. (x; y) 7! (x; 0) ;4. (x; y) 7! (0; y2) ;
5. (x; y) 7! (x; x) ;6. (x; y) 7! (y; x) ;7. (x; y) 7! (x� 3y; 2x) ; 8. (x; y) 7! (x+ y; jyj) ;9. (x; y) 7! (x; sin y) ;10. (x; y) 7! (x+ 2; y).Exer
i
e 2 � Soit f : Rn [X℄! Rn [X℄ l'appli
ation dé�nie par : f(P ) = P � P 0:1. Montrer que f est un endomorphisme. Déterminer sa matri
e dans la base (1; X; : : :Xn)de Rn [X℄.2. Montrer que f est un automorphisme, et déterminer f�1.3. Soit Q = 2X4�4X3+3X2+X�6: Trouver l'unique polyn�me P de E tel que f(P ) = Q.Exer
i
e 3 �Soit u 2 L(E). On note u2 = u Æ u. Montrer que : Ker u = Ker u2 () Im u \ Ker u = f0g:Exer
i
e 4 �1. Soit E un espa
e ve
toriel sur R ou C , et f un endomorphisme de E. Montrer que si pourtout x 2 E les ve
teurs x et f(x) sont 
olinéaires, alors f est une homothétie.2. Soit f 2 L(E) tel que pour tout u 2 L(E), uÆf = f Æu. Montrer que f est une homothétie.Exer
i
e 5 � Soit E, F et G trois espa
es ve
toriels sur R. Soit f 2 L(E; F ) et g 2 L(F;G).Montrer les formules suivantes :1. Ker(g Æ f) = f�1 (Ker(g)) ;2. Ker(g Æ f) � Ker(f) ;3. Im(g Æ f) = g (Im(f)) ;4. Im(g Æ f) � Im(g) ;

5. Ker(g Æ f) = Ker(f)() Ker(g) \ Im(f) = f0g ;6. Im(g Æ f) = Im(g)() Ker(g) + Im(f) = F .

Exer
i
e 6 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, et p et q deux proje
teurs. Montrer que p = qsi et seulement si Im p = Im q et p Æ q = q Æ p.Exer
i
e 7 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, et p et q deux proje
teurs de E. Montrer quep+ q est un proje
teur si et seulement si p Æ q = q Æ p = 0.1

Exer
i
e 8 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, p un proje
teur de E, et f 2 L(E). Montrer quep Æ f = f Æ p si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par f .Exer
i
e 9 � Soit E un R-espa
e ve
toriel.1. Soit f 2 L(E), et g un proje
teur de E. Montrer que :Ker(f Æ g) = Ker(g)� (Ker f \ Im g):2. Soit f un proje
teur de E, et g 2 L(E). Montrer que :Im(f Æ g) = Im(f) \ (Ker f + Im g):3. Soit g un proje
teur, alors id � g est un proje
teur et Ker g = Im(id � g), et Im(g) =Ker(id� g).4. Soit f et g deux proje
teurs de E. Montrer que f Æ g est un proje
teur si et seulement si :Im(f) \ (Ker(f) + Im(g)) � Im(g)� (Ker f \ Ker g):Exer
i
e 10 � Soit E = R[X℄ l'espa
e ve
toriel des polyn�mes sur R. On note f et g lesappli
ations de E dans E dé�nies par : f(P ) = P 0; g(P ) = XP:1. Montrer que f et g sont linéaires.2. Montrer que f est surje
tive et non inje
tive.3. Montrer que g est inje
tive et non surje
tive.4. Cal
uler f Æ g � g Æ f .5. On note gn = g Æ � � � Æ g (n fa
teurs). Par 
onvention, g0 = idR[X℄. Montrer que pour toutn stri
tement positif, on a : f Æ gn � gn Æ f = ngn�1:Exer
i
e 11 � Soit f l'endomorphisme de R2 dont la matri
e dans la base 
anonique est� 2 1�1 3 � Déterminer la matri
e de f dans :1. la base 
anonique pour l'espa
e sour
e et la base B = f(1; 0); (1; 1)g pour l'arrivée ;2. la base B pour la sour
e, la base 
anonique pour l'arrivée ;3. la base B pour la sour
e, la base B0 = f(1;�1)(1; 1)g pour l'arrivée ;4. la base B ;5. la base B0.Exer
i
e 12 � Soit E un R-espa
e ve
toriel.1. Soit f 2 L(E) véri�ant f 5 = f . Montrer que E = Im f � Ker f:2. Plus généralement, soit P un polyn�me tel que P (0) = 0 et P 0(0) 6= 0. Soit f 2 L(E) telque P (f) = 0. Montrer que E = Im f �Ker f .2



Exer
i
e 13 � Soit E un R-espa
e ve
toriel de dimension �nie d, et soit u 2 L(E) un endomor-phisme nilpotent (
'est-à-dire un = 0 pour n assez grand). On note n l'indi
e de nilpoten
e de u(
'est-à-dire un = 0 et un�1 6= 0.1. Montrer qu'il existe x 2 E tel que la famille (x; u(x); : : : ; un�1(x)) soit libre.2. Comparer n et d.Exer
i
e 14 � Soit A = 0BBB� 1 �1 2 �20 0 1 �11 �1 1 01 �1 1 0 1CCCA et f l'endomorphisme de R4 
anoniquement asso
iéà la matri
e A.1. Déterminer Ker f , Im f et leur dimension.2. Déterminer une base de Ker(f 2) et une base de Ker((f � id)2). Montrer que 
es deuxsous-espa
es sont supplémentaires dans R4 .3. Montrer qu'il existe une base B0 = (e01; e02; e03; e04) de R4 dans laquelle la matri
e de f estégale à T = 0BBB� 0 1 0 00 0 0 00 0 1 10 0 0 1 1CCCA4. É
rire la matri
e de passage P de la base 
anonique à la base B0. Cal
uler P�1.5. Cal
uler T n pour tout n 2 N� , en déduire An.Exer
i
e 15 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, et soit f 2 L(E)� Montrer qu'ilexiste un automorphisme g et un proje
teur p tels que f = g Æ p.Exer
i
e 16 � Soit M 2 Mn(K ). Montrer qu'il existe un polyn�me P 2 K n2 [X℄ non nul tel queP (M) = 0. Qu'en déduit-on pour les endomorphismes d'un espa
e de dimension n ?Exer
i
e 17 � Soit E un espa
e de dimension 3, et f 2 L(E) tel que f 6= 0 et f Æf = 0. Montrerque le rang de f est 1.Exer
i
e 18 � Soit E un espa
e de dimension �nie, f un endomorphisme de E de rang r.Montrer que f est la somme de r endomorphismes de E de rang 1.Exer
i
e 19 � Soit f : C [X℄ ! C [X℄ l'appli
ation dé�nie par f(P ) = P (X + 1)� P (X):1. Montrer que f est un endomorphisme de C [X℄.2. Déterminer le noyau de f .3. Montrer que pour tout polyn�me P de degré stri
tement positif, on a deg(f(P )) = deg(P )�1:4. Montrer que f est surje
tive. Est-elle inje
tive ?5. Montrer qu'il existe une base (e0; : : : ; ei; : : :) de C [X℄ telle que pour tout i > 0 on aitf(ei) = ei�1: Quel est le noyau de f ? 3

Exer
i
e 20 � Soit f : Rn [X℄ �! Rn [X℄ dé�nie par f(P ) = P + P 0. Montrer que f est unautomorphisme.Exer
i
e 21 � Soit E un K -espa
e ve
toriel de dimension 2p, ave
 p 2 N , st soit u 2 L(E) telque rg(u) = p et u2 = 0. Comparer Im(u) et Ker(u).Exer
i
e 22 � Soit E et F deux espa
es ve
toriels de dimension �nie. Soient u 2 L(E; F ) etv 2 L(F;E) tels que u Æ v Æ u = u et v Æ u Æ v = v. Montrer que E = Im v � Ker u, et que :rg(u) = rg(v) = rg(v Æ u) = rg(u Æ v):Exer
i
e 23 � Soit E un R-ev de dimension �nie, et soit u 2 L(E).1. Montrer que la suite de sous-espa
es ve
toriels (Ker uk)k2N est 
roissante pour l'in
lusion,et la suite (Im uk)k2N est dé
roissante.2. Montrer que s'il existe p 2 N tel que Ker(up) = Ker(up+1), alors Ker(uk) = Ker(up) pourtout k > p. Qu'en est-il de Im(uk) ?3. Montrer que pour une telle valeur de p, Ker(up) et Im(up) sont supplémentaires dans E.4. On suppose que u est nilpotent et que dim(Keru) = 1. Montrer que pour tout k 6 dim(E),dim(Ker(uk)) = k.Indi
ation : É
rire Ker up+1 = Ker up � S, et montrer que up se restreint en une inje
tionde S dans Ker u. Qu'en déduit-on sur la dimension de S ?Exer
i
e 24 � On 
onsidère E un K -ev de dimension (p + 1)n, n et p étant des entiers nonnuls, ave
 p > 2. Soit f un endomorphisme de E, véri�ant : f 3 = 0 et rg(f) = pn. Montrer querg(f 2) = n.Exer
i
e 25 � Soit E un ev de dimension �nie n sur R, et f et g deux endomorphismes de E.1. Montrer que Im(f + g) � Im(f) + Im(g).2. On suppose que f + g est un automorphisme et que f Æ g = 0.(a) Montrer que dim Im(g) 6 dim Ker(f).(b) En déduire que dim Im(f) + dim Im(g) = n.Exer
i
e 26 � Soit E0; : : : ; En des espa
es ve
toriels sur R, de dimension �nie, et pour touti 2 [[1; n℄℄, fi : Ei�1 �! Ei une appli
ation linéaire. On suppose que :f0g �! E0 f1�! E1 f2�! � � � fn�! En �! f0g;est exa
te, 
e qui signi�e que f1 est inje
tive, fn est surje
tive, et pour tout i 2 [[1; n � 1℄℄,Im fi = Ker fi+1. Montrer que : nXk=0(�1)k dimEk = 0:
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