
Ly
ée Carnot Mars 2008ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Algèbre 7 � Matri
esExer
i
e 1 � Déterminer les images et noyaux des appli
ations linéaires 
anoniquement asso
iéesaux matri
es suivantes :M1 =  2 10 3! ; M2 = 0B�1 2 34 5 67 8 91CA ; M3 = 0B�1 1 12 2 23 3 31CA ; M4 = 0B�1 1 11 1 11 a b1CA ; a; b 2 C :

Exer
i
e 2 � Soit f 2 L(R2), représentée par la matri
eA =  4 �61 �1 ! dans la base 
anonique.Exprimer la matri
e de f :1. relativement à la base 
anonique et à la base ((1; 1); (1;�1)) ;2. relativement à la base ((1; 1); (1;�1)) et à la base 
anonique ;3. relativement à la base 
anonique et à la base ((1;�1); (1; 1)) ;4. dans la base ((1; 2); (�1; 2)) ;5. dans une base dans laquelle sa matri
e est diagonale ; en déduire An.Exer
i
e 3 �1. Justi�er que B = 0B�0B�1101CA ;0B�1011CA ;0B�0111CA1CA et B0 =   11! ; 1�1!! sont des bases de R3 etR2 respe
tivement.2. Soit f 2 L(R3 ;R2) dont la matri
e relativement aux bases B et B0 est :MatB;B0(f) =  1 1 20 1 2! :Déterminer la matri
e de f relativement aux bases 
anoniques de R3 et de R2 .Exer
i
e 4 �1. Soit A = 0B� 1 1 00 1 10 0 1 1CA : Cal
uler An.2. Même question ave
 B = 0B� 2 0 00 3 10 0 3 1CA : 1

Exer
i
e 5 � Soit a 2 R, et An 2 Mn(R) la matri
e An = 0BBBBBBB�
1 a 0 � � � 00 . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0... . . . . . . a0 � � � � � � 0 1

1CCCCCCCA :1. Cal
uler Akn pour tout entier k.2. Montrer que An est inversible et 
al
uler son inverse.Exer
i
e 6 � Soit A = 0B� 4 �2 12 �1 2�1 2 2 1CA : Montrer que A est inversible. Cal
uler son inverse.

Exer
i
e 7 � SoitA = 0B� 2 1 21 2 22 2 3 1CA ; B = 0B� 2 �1 21 �2 22 �2 3 1CA ; C = 0B� 1 2 22 1 22 2 3 1CA ; D = 0B� 1 2 22 3 22 2 1 1CA :Montrer que A est inversible. Cal
uler A�1. En déduire B�1; C�1; D�1:Exer
i
e 8 � Soit A 2 Mn(R) la matri
e 
onstituée uniquement de 1 : A = 0B� 1 � � � 1... ...1 � � � 1 1CA :Soit a et b deux réels et B = aIn + bA. Donner une 
ondition né
essaire et su�sante sur a et bpour que B soit inversible. Cal
uler Bp. Montrer que la formule se généralise pour p négatif.Exer
i
e 9 � Soient A, B, C 2 Mn(K ). On suppose qu'au
une des matri
es n'est nulle, et queABC = 0. Montrer qu'au moins deux des trois matri
es A,B, C sont non inversibles.Exer
i
e 10 � Soit A = 0B� 0 0 11 0 30 1 0 1CA : Trouver a; b; 
 2 R tels que A3 + aA2 + bA + 
I3 = 0.En déduire que A est inversible, et 
al
uler A�1.Exer
i
e 11 � Soit f 2 L(R3) telle que f 6= 0, et f 2 = 0. Montrer qu'il existe une base de R3dans laquelle la matri
e de f est égale à 0B� 0 0 00 0 10 0 0 1CA.Exer
i
e 12 � Soit f 2 L(R3) telle que f 2 6= 0 et f 3 = 0. Déterminer rg(f), rg(f 2), dim(Ker(f)),dim(Ker(f 2)), et montrer qu'il existe une base dans laquelle la matri
e de f est égale à0B� 0 1 00 0 10 0 0 1CA.
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Exer
i
e 13 � Soit A = 0BBB� 1 �1 2 �20 0 1 �11 �1 1 01 �1 1 0
1CCCA, et f 2 L(R4) 
anoniquement asso
ié à A.1. Déterminer rg(f), Ker(f) et Im(f).2. Déterminer une base de Ker(f 2) et une base de Ker(f� id)2. Montrer que 
es deux espa
essont supplémentaires dans R4 .3. Montrer qu'il existe une base B0 = (e01; e02; e03; e04) de R4 dans laquelle la matri
e de f estégale àT = 0BBB� 0 1 0 00 0 0 00 0 1 10 0 0 1

1CCCA.4. É
rire la matri
e de passage P de la base 
anonique à la base B0, 
al
uler P�1.5. Cal
uler T n pour tout n 2 N� , en déduire An.Exer
i
e 14 � Soit A = (ai;j) 2 Mn(K ). On dé�nit la tra
e de A par : tr(A) = nXi=1 ai;i.1. tr est une forme linéaire sur Mn(K ).2. 8A;B 2 Mn(K )2 ; tr(AB) = tr(BA).3. Deux matri
es semblables ont même tra
e. (On dit que deux matri
es A et B sont sem-blables s'il existe une matri
e inversible P telle que B = P�1AP )

Exer
i
e 15 � (Oral HEC) � Soit n 2 N� . Soit A 2 Mn(R), A = 0BBBBBB� 1 1 1 � � � 11 2 2 � � � 21 2 3 � � � 3... ...1 2 3 � � � n
1CCCCCCA1. Trouver une dé
omposition LU de A (
'est-à-dire un produit d'une matri
e triangulaireinférieure, et d'une matri
e triangulaire supérieure ; pensez à �lower�, �upper�).2. La dé
omposition LU est-elle unique ?3. A est-elle inversible ?4. Résoudre le système : 8>>>><>>>>: 8i 2 [[ 2; n ℄℄ ; i�1Xj=1 jxj + i nXj=i xj = 2n� i + 12 � inXj=1 xj = n
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Exer
i
e 16 � (Oral HEC) � Pour tout n 2 N� , on pose !n = e 2 i�n .1. Déterminer en fon
tion de !n les ra
ines 
omplexes de zn = 1.2. (a) Soit p un entier relatif. Donner la valeur de Sn(p) = n�1Xk=0 !kpn .(b) Soient p et q deux entiers relatifs. Cal
uler : Tn(p; q) = n�1Xk=0 !kpn !kqn et Vn(p; q) =n�1Xk=0 !kpn !�kqn .3. Soit An la matri
e (ai;j)(i;j)2 [[ 1;n ℄℄ 2 telle que : 8(i; j) 2 [[ 1; n ℄℄ 2; ai;j = !(i�1)(j�1)n :(a) Cal
uler l'inverse de A3 (On pourra exploiter la symétrie de A3).(b) Soit An la matri
e (ai;j)(i;j)2 [[ 1;n ℄℄ 2 . E�e
tuer le produit AnAn.(
) En déduire l'inverse de An.
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