
Ly
ée Carnot Avril 2008ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Algèbre 9 � DiagonalisationExer
i
e 1 � Déterminer les valeurs propres des endomorphismes f de R2 dont la matri
e dansla base 
anonique est M . Ces endomorphismes sont-ils diagonalisable dans R ? dans C ? Si oui,
al
uler Mn, ainsi qu'une matri
e N 2 M2(C ) telle que N2 = M .1: M =  1 11 1! 2: M =  2 0�1 1! 3: M =  3 1�1 1! 4: M =  0 11 0! 5: M =  0 �11 0 ! :

Exer
i
e 2 � Soit A = 0BB��4 �6 03 5 03 6 51CCA. A est-elle diagonalisable ? Cal
uler An.

Exer
i
e 3 � Soit u un endomorphisme nilpotent. Déterminer Spe
(u).

Exer
i
e 4 � Soit A = 0BBBB�1 �1 2 �20 0 1 �11 �1 1 01 �1 1 0
1CCCCA. A est-elle diagonalisable ?

Exer
i
e 5 � Soit A = 0BB�1 1 01 1 10 �1 11CCA. Cal
uler A3 � 3A2 + 3A� I. A est-elle diagonalisable ?

Exer
i
e 6 � Soient E un K -ev de dimension n et u un endomorphisme de E possédant nvaleurs propres distin
tes.1. Montrer que v 2 L(E) véri�e u Æ v = v Æ u ssi les ve
teurs propres de u sont aussi ve
teurspropres de v.2. Montrer qu'il existe w 6= 0 tel que w Æ u = �u Æ w si et seulement si soit u admet deuxvaleurs propres opposées, soit 0 est valeur propre de u.1

Exer
i
e 7 � Soit E un ev de dimension 4, et B une base de E. Soit f 2 L(E) tel que :[f ℄B = 0BBBB�0 1 0 02 0 �1 00 7 0 60 0 3 0
1CCCCA :Déterminer les valeurs propres de f ; f est-elle diagonalisable ?Exer
i
e 8 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, et u 2 L(E) véri�ant u3�3u2+2u =0. Montrer que u est diagonalisable.Exer
i
e 9 � Soit n 2 N� . On 
onsidère l'appli
ation ' : Rn [X℄ �! Rn [X℄ :'(P ) = (X2 � 1)P 0(X)� (nX + 1)P (X):1. Véri�er que ' est e�e
tivement un endomorphisme de Rn [X℄.2. Soit P un ve
teur propre de '. Montrer que les seules ra
ines possibles de P dans C sont�1 et 1. En déduire les valeurs propres de '.3. L'endomorphisme ' est-il diagonalisable ?Exer
i
e 10 � Soit E un K -ev de dimension �nie, et p; q deux proje
teurs tels que p Æ q = q Æ p.On pose f = p+ q et g = p Æ q.1. (a) g est un proje
teur.(b) Spe
(p) � f0; 1g, Spe
(q) � f0; 1g, Spe
(f) � 0; 1; 2.2. 0 2 Spe
(f) ssi Ker p \Ker q 6= f0g. Déterminer alors E0.3. 2 2 Spe
(f) ssi Im p \ Im q 6= f0g. Déterminer alors E2.Exer
i
e 11 � Soit E un C -ev de dimension 4, B une base de E. Soit :A = 0BBBB�1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1

1CCCCA et B = 0BBBB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 0
1CCCCA :On note f l'endomorphisme dont la matri
e dans la base B est A.1. Donner une base de Im f et de Ker f .2. (a) Soit y 2 Im f non nul. Montrer que y est un ve
teur propre. Quelle est la valeurpropre asso
iée ?(b) Déterminer les valeurs propres de f .(
) L'endomorphisme f est-il diagonalisable ? Si oui, donner une base de diagonalisation.3. Diagonaliser B. 2



Exer
i
e 12 � (Oral HEC) � Soit A =  0 �84 12!.1. Trouver P 2 GL2(R) et D diagonale tels que D = P�1AP .2. Soit B tel que BA = AB. Montrer que tout ve
teur propre de A est ve
teur propre de B.En déduire que P�1BP est diagonale dès que B 
ommute ave
 A.3. Trouver toutes les matri
es M réelles d'ordre 2 telles que M2 = A.4. Même question ave
 A = I2, puis A =  0 10 0!.Exer
i
e 13 � (Oral HEC) � Soient trois suites réelles dé�nies par : 8n 2 N ; 8>><>>: an+1 = �an + bn + 
nbn+1 = an � bn + 
n
n+1 = an + bn � 
n:Déterminer (an)n2N, (bn)n2N, (
n)n2N en fon
tion de a0, b0, 
0 et n. Convergen
e ?Exer
i
e 14 � (Oral HEC) �1. Soit A =  a 10 b!. CNS sur a et b pour que A soit diagonalisable ?2. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivante une loi binomiale B(n; 12). Soit M lamatri
e aléatoire M =  X 10 Y!. Cal
uler la probabilité de l'événement : �M est diago-nalisable �.Exer
i
e 15 � (Oral HEC) � Soit M = 0BB�0 1 11 0 11 1 01CCA.1. Montrer qu'il existe an et bn tels que Mn = anM + bnI3. Les déterminer.2. Trouver le reste de la division eu
lidienne de Xn par X2 �X � 2. Retrouver 1.3. Diagonaliser M . Retrouver 1.
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