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b'c ∃x ∈ c, x ∈ A
cd�4�e%1$� 7gf'hji ∀x ∈ c, x 6∈ A.! c ∀c ∈ C ∃x ∈ c, x ∈ A

cd�4�e%1$� 7gf'hji ∃c ∈ C ∀x ∈ c, x 6∈ A
c

k�c
X ∈ A ∩ E l f': (X ∈ A) ∧ (X ∈ E)

cd�4�e%1$� 7gf'hji
(X 6∈ A) ∨ (x 6∈ E)

c
m c ∃x ∈ c, (x ∈ A) ∧ (x ∈ E)

cd�4�e%1$� 7gf'hji ∀x ∈ c, (x 6∈ A) ∨ (x 6∈ E)
c

n�c ∀x ∈ c, (x ∈ E) =⇒ (x ∈ A)
cd�4�e%1$� 7gf'hji ∃x ∈ c, (x ∈ E) ∧ (x 6∈ A)

c
& c ∀c ∈ C, ∃x ∈ c, (x ∈ A) ∧ (x ∈ E)

cd�4�e%1$� 7gf'hji ∃c ∈ C, ∀x ∈ c, (x 6∈ A) ∨ (x 6∈ E)
c

o c ∃c ∈ C, ∀x ∈ c, (x ∈ A) ∧ (x ∈ E)
cd�4�e%1$� 7gf'hji ∀c ∈ C, ∃x ∈ c, (x 6∈ A) ∨ (x 6∈ E)

c
p�c

(∀c ∈ C, ∃x ∈ c, (x ∈ A) ∧ (x ∈ E)) ∨ (∃c ∈ C, ∀x ∈ c, (x ∈ A) ∨ (x ∈ E))d�4�e%1$� 7gf'hji
(∃c ∈ C, ∀x ∈ c, (x 6∈ A) ∨ (x 6∈ E)) ∧ (∀c ∈ C, ∃x ∈ c, (x 6∈ A) ∧ (x 6∈ E))q�c

(∀c ∈ C, ∃x ∈ c, (x ∈ A) ∨ (x ∈ E)) =⇒ (∃c ∈ C, ∃x ∈ c, (x ∈ A) ∧ (x ∈ E))
cd�4�e%1$� 7gf'hji

(∀c ∈ C, ∃x ∈ c, (x ∈ A) ∨ (x ∈ E)) ∧ (∀c ∈ C, ∀x ∈ c, (x 6∈ A) ∧ (x 6∈ E))
c

b # c ∀x ∈ c, ((x ∈ E) ⇐⇒ (x ∈ A))
cd�4�e%1$� 7gf'hji ∃x ∈ c, ((x ∈ E) ⇐⇒ (x 6∈ A)).b'b%c ∃!x ∈ c, (x ∈ A) ∧ (x ∈ E)

cd�4�e%1$� 7gf'hji
(∀x ∈ c, (x 6∈ A) ∨ (x 6∈ E)) ∨ (∃x, y ∈ c, (x 6= y) ∧ (x ∈ A) ∧ (x ∈ E) ∧ (y ∈ A) ∧ (y ∈ E)).

_ ^�K;JLT'VWT'Ksr -
b'c �\:����Rf;<tf%h�< ∀x, P (x)∧Q(x)

c ��f'7u�
x
c;vxw f'�y< l ��f':��{z|���t� ��}S1 w �5:��{~��

x l P (x)∧Q(x)
�5<t�{}\��1'7 l ~�f'h�z��5h6��1$� � 79z|: w 7g���

P (x)
cR� 1'�xz|f%h�<t4B8;:���h;� l ∀x, P (x)

c�� �+�6�5��� l ∀x, Q(x)
c�� h��5h�~�4B~�:�7u��~�f'hRz+8%:��

(∀x, P (x)) ∧ (∀x, Q(x)).��4Bz|7g����f\8;:��5�6��h;� l <t:����Rf;<tf%h�<
(∀x, P (x)) ∧ (∀x, Q(x))

c �\f'7u�
x
c�� f%���6� ∀x, P (x) l ��h2��1'�t��7gz�: w 7u�5� l �Rf%:���z��|� � �

}L1 w ��:���~��
x

8;:�� f'h�<�� �5<t��~�f'h�h�45� l P (x)
�5<t��}\�y1$7g� c�� �)�6���6� l Q(x)

�5<t��}\��1'7u� l ~�f%h�z P (x) ∧Q(x)
c�� 1�}S1 w �5:���~��

x
8;:�� f'h�<5� �B<��x~�f%h�h�4��)4���1$h;��8;:�� w z�f'h�8;:�� l f'h���h�~�45~�:�7���8;:�� ∀x, P (x) ∧ Q(x)

c
� �5<x~��5:��0����f'��f%< 7u� 7gf'h�<�< f'h;��458;:�7g}S1 w �5h;� �5< c

! c ∀x, P (x) ∨ Q(x)
i��Rf%:���� f':��

x l < f'7u�
P (x)

�B<���}\��1'7 l <tf%7��
Q(x) l �61'7g<�7 w h���<5� 1'e'7u����1'<���f'�yz|45�6��h;����f':L��f%:���<�~��

P
f':���f':L��f%:��y<x~��

Q
i���f':���z|�5�t�y1$7gh��5<x}S1 w �5:��y<x~��

x l 7 w ����:��)<�� 1$e%7u��~��
P l ��f':���~�� 1$:���� �B< l 7 w �R�5:���<5� 1'e'7g�x~��

Q
c

v 7uh�< 7 l z|���t� �+��� f%��� 7g4|��4)�5<t���6f%7uh�<���f'� � �+8;:��
(∀x, P (x)) ∨ (∀x, Q(x))��hj����}L1$h�zy3�� l 7 w �B<��+1'<�< ����z w 1'7u�+8;:��6<t7

(∀x, P (x)) ∨ (∀x, Q(x)) l 1 w f'�y< ∀x, P (x) ∨ Q(x) l w 1?� 4Bz|7g����f\8;:���4|�y1$h;�
�G1':�< < �

k�c�� f':���:�h���}S1 w �5:�����1$� � 79z|: w 7g������~��
X l < 7 ∀x, (P =⇒ Q) l 7 w < :��6��8;:��

P (X)
< f'7u��}\�y1$7\��f':���8;:��

Q(X)
1$:R< < 7 l 1 w f%��<8;:���< 7

(∀xP ) =⇒ (∀xQ) l 7 w �B<���h�45z��5<�< 1'7u���" �¡�¢¤£G¥L¢¤£�~���<�1S}'f%7u��8;:��
P (x)

�B<���}\�y1$7g���Rf%:�����f':����5< w �5<�}S1 w �5:��y<�~��
x��f':���1S}'f'7g�

Q(X)
��f':��x:�h��"}L1 w �5:���~�f%h�h�4�� c�� 1.~���:���7g���6�"1'<�<t�5�t��7uf%h?�B<���~�f'h�z)���51':�z|f%:���� w :R<�z|f%h;� �y1$7ge'h�1'h%����¦

� wuw �+�5<t�xz w 1$7g� �5���5h;��}%4���7�§R4��+<t7 w 1��������67u�5� � w � �B<�� l �.1$79< w 1���45z�7u����f�8;:����B<����G1':�<�<t� c
m c �\7 ∃x, P ∨ Q l 1 w f'�y<�7 w �|��7g<t� ��:�h���}S1 w �5:��

x
��f':�� w 1%8;:�� wgw ��<tf%7��

P (x)
�5<t��}%4���7�§�45�0¨G~�f'h�z ∃x, P (x) ©¤l < f'7u�

Q(x)�B<��x}%4���7�§�45��¨W~�f'hRz ∃x, Q(x) © cRv 7uh�< 7 l ∃xP ∨ ∃xQ
c

��4Bz|7g����f\8;:��5�6��h;��< 7 ∃xP ∨ ∃xQ l <tf%7���7 w �|��79<����
x

� � w 8;:��
P (x) l �|�+~�1$h�<�z|��z�1%<

P (x) ∨ Q(x)
�5<t��}\�y1$7 l < f'7u��7 w���\79<t� �

x
��� w 8;:��

Q(x) l �|�
P (x) ∨ Q(x)

�5<t��1$:�<�<t7{};�y1$7 c�� 1$h�<)��f':�< w 1%<"z�1%< l f%h	1�:�h��ª}L1 w ��:��"~��.�a��� wgw �ª8;:��
P (x) ∨ Q(x)

�5<t��};�y1$7g� c
� �5<x~��5:��0���\��� �B< < 7uf%h�<�<tf%h;��~�f'h�z�458;:�7g}L1 w ��h;� �B< c

n�c�� 1$h�< ∃x, P ∧Q l P �|�
Q

~�f%7u}%��h;����� ����<�1L��7g<t�G1$7u� �B<{��f':���:�h���«.¬�«6�}L1 w ��:���~��
x l z|�)8%:�7�h�� �B<�����1'<�h�4Bz|�B< <�1$7g� ��<t7

∃xP ∧ ∃xQ
c�v 7uh�< 7 l w 1��������67g�����+1'<�<t�5�t��7uf%h0��h;����1L®9h�� w 1.~���:���7g���6� l �.1'7g<���1%< w � 7gh;}%���y<t� c

b
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b%c /�f'h;� ��f'hR< w 1.z|f%h;� �y1$��f%< 4���iR<t7

a 6= 2
f':�<t7

n
h�� �5<t�x��1'<��������67g��� l 1 w f'�y< an − 1

h�� �5<t���R1'<��������67g��� c
• � 1$h�<x:�h���� �5�67u�5�������6��< l < 7 a 6= 2 l f'h�45z�� 7u� w 1��G1'z|� f%� 79< 1$� 7gf'hsi

an − 1 = (a − 1)(an−1 + an−2 + · · · + a + 1).

� :�7g<�8;:��
a 6= 2 l zy3�1'z�:�h�~��5<�~��5:��ª�G1%z¤� �5:��y<��B<��x:�h?�5h%��7u�5�x<���� 79z¤�����6��h;�x< :��R45� 7g��:���� b l ~�f'h�z an − 1

h�� �B<��x�R1'<
�������67g���"¨G7 w <5� 45z|��7u��z�f'�6�6�):�h���� f�~�:�7��xh�f%h0��� 7g}\7g1 w © c

• �\7
n

h�� �B<�����1'<���� �5�67u�5��¨G8;:�� w 8;:���< f'7u�
a > 2 ©|l 1 w f%��<�7 w ����7g<t� ��~���:�����h;� 7g���y<

d
�|�

m
<���� 79z¤�����6��h;��< :���4���7u�5:��y<

�
1

� � w <�8;:��
n = dm

c�v�w f%��<)i
an − 1 = (ad)m − 1,���xf'h��5<t�x��1'���5h�4+1$:�z�1%<���� 4Bz|4B~���h;� l 1S}%�5z a′ = ad l ~�7���45� �5h;��~��

2
��:�79< 8;:��

a > 2
���

d > 1
c� 1'h�< w �5<�~��5:���z51'< l an − 1

h�� �5<t�x��1%<���� �5�67u�5� c
! c �\f'7u�

a > 2
c /�f%h%��� f%h�<���h�f':�}%�51': w 1.z|f'h;����1'�Rf;<t45� c �\:�����f%< f'h�<

n
7u�6��1'7u� c�vxw f'�y<)i

an + 1 = (a + 1)(an−1 − an−2 + · · · − a + 1).

¨ ��f'����: w �ª~�� :�h��ª< f'�6�6�6e'45f'�64|��� 798;:���~��.��1'7g< f'h −a l ~�7���4�����h;��~��
1
¦������.1'��8;:��5��8;:�� l ��:�79< 8;:��

n
�5<t�"7u�6��1'7u� l

(−a)n−1 = an−1 l 1 w f%��<�8;:��
(−a)n−2 = −an−2 © c� � l a + 1 > 1 l �|� l ��:�79< 8;:�� a > 2

���
n > 2 l an > a l ~�f'h�z a + 1 < an + 1

c�v 7gh�< 7 l a + 1
�B<���:�h�~�7g}\7g< ��:���<t� ��7gz|�

~��
an + 1 l h�f%h?45e%1 w � b%c�� 1$�xz|f%h�< 458;:���h;� l an + 1

h�� �B<��x��1%<��������67u�5� c
k�c �\f'7u�)� f':$��f':��y<

a > 2
c d�f':�<��y1$79<tf%h�h�f%h�<��5h�z|f%� ����1'� w 1�z|f'h;����1'�Rf;<t45� c �\:�����f%< f'h�<)8;:��

a
�5<t�+7u�6��1'7u� l f':	8%:��

nh�� �B<��x�R1'<�:�h��+��:�7g<�<�1$h�z��)~��
2
c

• �\7
a

�5<t��7u�6��1'7u� l 1 w f'�y< an
�B<���7u�6��1'7u�+¨G��� f�~�:�7���~���h�f'����� �B<{7g�6��1$7g�y< ©|l ~�f'h�z an + 1

�5<t���R1$7g� c\� �)� w :�< l a > 2 l���
n > 2 l ~�f'h�z an + 1 > 2

cRv 7gh�<t7 l an + 1
�B<���:�h2��h;� 7g������1$7g��<t� ��7gz|� ���6�5h%��� w :R<xe'�y1$hR~�8;:���! l 7 w h�� �5<t��~�f%h�z

��1%<��������67u�5� c
• �\7

n
h�� �5<t�x��1'<�:�h��+��:�7g<�<�1$h�z���~��

2 l 1 w f'�y< n
1'~�������:�h��G1'z¤����:������ �5��7g���

p
~�7���45� �5h%��~��

2 l ~�f'hRz�7g�6��1$7g� c �\f'7u�:�h���� w �G1%z¤� �5:����������67g���
p l �|�x<tf%7��

q
� � w 8%:��

n = pq
c�vxw f'�y< l

an + 1 = (aq)p + 1,

����~�� 1$�����5< w 10z|f'h;����1'�Rf;<t45�"~�� w 1ª8;:��5<t� 7gf'ha! l p
4|��1'h;��7g���R1$7g� l �|� aq

4|��1'h;��1$:2�6f%7uh�<�4�e;1 w �?! l an + 1
h�� �5<t�

��1%<��������67u�5� c
_ ^�K;JST%VGT%K�� -?�\f'7u�

n
:�h��5h%��7u�5�x<���� 79z¤�����6��h;�x��f%< 7���7�� l �|� pn l <�� 7 w ����7g<t� � l w � n �

7u�5�6��h�f'����� �)�������67g��� c
b%c �\:�����f%< f'h�<{8%:�� 7 w h�� �|��79<����x8%:�� :�h6h�f%��������§�h�7�~���h�f'����� �B<��������67u�5��< l �|�{< f'7u�

n
w ��h�f%��������~���h�f'�������5<��������67g���y< c

v 7gh�<t7 l {p1, . . . , pn}
�B<�� w � ��h�< ����� w �+~��)��f':�< w �5<xh�f'����� �B<���� �5�67u�5��< c �\f'7u�+i

m = p1p2 · · · pn + 1.

vxw f'�y< l ��f':��"� f':��
i ∈ [[1, n]] l m ≡ 1 mod pi l ����z|f'�6�6�

pi 6= 1 l m 6≡ 0 mod pi

c�v 7uhR<t7 l m
h�� �5<t��~�7g}\7g< 7u� w ���1$��1':�z|:�h h�f'����� �.��� �5��7g��� c�� � w 12z�f'h;� ���5~�7�� w �.� 3�4�f'�����6�6��f%h�~�1$�6�5h%�y1 w ~�� w � 1$��7u� 3��64|��7g8;:��s¨��|��79<�����h�z��0~�� :�h��

~�45z�f'�6�Rf;<t7u� 7gf'h ~��.� f%:�����h;��7u�5����h ��� f�~�:�7u��~��ªh�f'�������5<+�������67g���y< © c� � 3
	\�Rf'� 3��B<t�.7gh�7u� 791 w �5<t�"�G1$:R< < � c�v 7uhR<t7 l 7 w�|��7g<t� �+:�h��)7uh�§Rh�7���4�~��)h�f%�������5<��������67g���y< c
! c�� h?����:������5�6���6f%h%��� �5����7g��:��si � h���f%h;� �����R1$����45z|:�� ����h�z��x��f%�t���)< :��

n
w 1�����f'����7g4|� 4+< :�7g}S1'h;� � l ~�4|§�h�7g�+��f':��

� f':��
n ∈ N

∗ i P(n)
i��

pn 6 22n−1 �c
��f%:���~�� 1$��f'�y~ l p1 = 2

���
220

= 2 l ~�f'h�z p1 6 221 l ~�f'h�z P(1)
�5<t�x}'45� 7u§�4�� c

�\f'7u�{�.1$7gh;� ��hR1$h;�
n ∈ N

∗ l �|��< :�����f%< f'hR<�8%:�� P(k)
�B<���}\�y1$7���f':�����f':��

k 6 n
c%vxw f'�y< l ~�� 1'�����5< w 1+8%:��5<t� 7gf'h6����45z|4

�~���h;� � l pn+1
�|��79<���� l �|��~���� w :�< l pn+1 6 p1p2 · · · pn + 1 = m

c ��h?�����|� l z��|����h;� 7g���
m

h�� �B<���~�7g}\7g< 7u� w ����1$��1$:�z�:�h
~��5<

n
��� �5�67u�5��<�h�f'����� �B<x�������67g���y<

p1, . . . , pn

¦��61'7g<�~�� 1$�����5< w �+��3�4�f%� �5�6�+��f'h�~�1$�6��h;��1 w ~�� w � 1$��7u� 3��64|��7g8;:�� l 7 w�|��7g<t� �+:�h�h�f'����� �+�������67g���
p

w �"~�7g};79<�1$h;� l ����z|�+h�f%�������)�������67u�5��}'45� 7u§�� l p ∈ [[1, m]]
c�v 7uhR<t7 l w � �5h�<t�5��� w �

[[1, m]]z|f'h;��7u�5h%�x~�� 1$:�� ���5<���h;��7u�5��<��������67g���y<�8;:��
p1, . . . , pn

¦�7 w z�f'h;� 7g��h;�x~�f%h�z�h�45z��5<�< 1'7u�����6��h;�
pn+1

v 7gh�<t7{i
pn+1 6 p1p2 · · · pn + 1 6 220

221 · · · 22n−1

+ 1 = 220+21+···+2n−1

+ 1 = 22n−1 + 1.

� 1ª~��5:���7u�5�6�"7uh�4�e%1 w 7u� 4"~�45z|f%: w �"~��5<�3�	\��f$��3��5< �5<x~�� w 1ª� 4Bz|:���� �5h�z|����f%�t��� c �{h�§�h l 2n − 1 > 0 l ~�f'h�z 22n−1 > 1 l~�f'h�z
22n

= 22n−1 + 22n−1
> 22n−1 + 1.� 1'�xz|f%h�<t4B8;:���h;� l pn+1 6 22n c�v 7gh�< 7 l P(n + 1)

�5<t�x����f':�}%4 l <tf%:�< w �5<�3
	\�Rf'� 3��B<t�B<�~��+� 4Bz|:�������h�z�� c
� � 1$�����5< w �+����7uhRz|7g�R�+~��+��45z�:�� ����hRz|����f'� � � l f%h���h�~�45~�:�7���8;:��+��f':�����f':��

n ∈ N
∗ l pn 6 22n−1

/�f'h;� ������8;:��+��f':�����f':��x�5h;� 7g���
n

<���� 79z¤�����6��h;���Rf;<t7u� 7u� l pn 6 22n c

!
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�\f'7u� l ��f':���� f%:��

n
~�1'h�<

N \ {0, 1, 2} l w 1�����f'����7g4|� 4 P(n)
i w �)h�f'�������)~��"~�7g1'e'f%h�1 w �5<�~�� :�h

n �
e��'h����5<t� n(n−3)

2

c
� f'h�< 79~�4���f'h�<

n = 3
c�� w <�� 1$e%7��"~��?z|f'�6������� w �5<"~�7g1'e'f'hR1 w �5<+~�� :�hj� ��7g1'h�e w � l 1$:	h�f'�������6~��

0
¨Gf'h	h��0z�f'�6�����.��1'< w �5<z��'� 45< © cR� � w 16z�f�� h�z|79~��+1S}'�Bz w 1���f'����: w � c�v 7uh�< 7 l P(3)
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√
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√
k =

√
1 = 1.

v 7gh�<t7 l Q(1)
�B<���}%4���7�§�45� c

�\f%7��
n ∈ N

∗ � � w 8%:�� Q(n)
< f'7u��}'45� 7u§�4 c�v�w f%��<�i

n+1
∑

k=1

√
k −

(

2(n + 1)

3
+

1

2

)√
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√
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∑
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√
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√
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√
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