LYCEE CARNOT Septembre 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Algébre 1 — Correction de quelques exercices

Exercice 6 —

1.

10.

11.

dx € ¢, z € A.
Négation : Vz € ¢, = & A.

.VYeeCdrec, z e A.

Négation : dce CVr € ¢, x ¢ A.
XeANE ou (X e AAN(XeE).
Neégation : (X € A)V (z € E).
Jrxec, (x€ AN (x€E).

Négation : Ve € ¢, (t € A)V (z € E).

.Vexec(x € E)= (x€A).

Négation : 3z € ¢, (x € E)A (x & A).
VeeC, 3z €c, (x€e A)AN(z € E).
Négation : 3c € C, Ve €c, (t ¢ A)V (z € E).
JeeC, Vrec, (xe A)A(x € E).
Négation : Ve € C, Jx € ¢, (z € A)
MeeC, Iz e€c, (xcAN(xe€E))V (ECGC’ Ve ee (x€A)V(zeE))

Neégation : (e C, Ve €, (t AV (€ E)ANNceC, Jxecc, (tEA)N(x & E))

(VeeC, Iz e€e, (x€eA)V(xeFE) = (3ceC, Ix€c, (x € A)A(x €E)).

Négation : (Vee C, Jx €c¢, (x € A)V(x € E))AN(NceC, Vxec, (x € A)N(z € E)).

Ve ec,((x € E) < (x € A)).

Négation : dx € ¢, ((x € E) < (z ¢ A)).

Nz ec, (xe A)A(x € E).

Négation: (Ve €c, (x € A) V(@ €E)V@Ar,ycc, (x#y)A(xeA)A(x € E)A(ye A)A(y € E)).

V(z € E).

Exercice 7 —

1.

Supposons Va, P(z) AQ(x). Soit z. Alors, pour cette valeur de z, P(x) AQ(z) est vrai, donc en particulier
P(z). Par conséquent, Yz, P(x). De méme, Vo, Q(z). On en déduit donc que (Vz, P(z)) A (Vz, Q(z)).
Réciproquement, supposons (Vx, P(x)) A (Vz, Q(z)). Soit . Comme Vz, P(x), en particulier, pour cette
valeur de x qu’on s’est donnée, P(x) est vraie. De méme, Q(x) est vraie, donc P(z) A Q(z). La valeur de
x qu’on s’est donnée étant quelconque, on en déduit que Vz, P(z) A Q(z).

Les deux propositions sont équivalentes.

.V, P(x) V Q(x) : pour tout z, soit P(z) est vrai, soit Q(x), mais il ne s’agit pas forcément toujours de

P ou toujours de @ : pour certaines valeurs de z, il peut s’agir de P, pour d’autres, il peut s’agir de Q.
Ainsi, cette propriété est moins forte que (Vz, P(x)) V (Vx, Q(z))

En revanche, il est assez clair que si (Vz, P(z)) V (Vz, Q(x)), alors Va, P(z) V Q(z), la réciproque étant
fausse

Pour une valeur particuliére de X, si Vz, (P = Q), il suffit que P(X) soit vrai pour que Q(X) aussi, alors
que si (VzP) = (VxQ), il est nécessaire a priori de savoir que P(z) est vraie pour toutes les valeurs de «
pour avoir @Q(X) pour une valeur donnée. La deuxiéme assertion est donc beaucoup plus contraignante ;
elle est clairement vérifiée si la premiére ’est, mais la réciproque est fausse.

. Si 3z, PV @, alors il existe une valeur x pour laquelle soit P(z) est vérifiée (donc Iz, P(z)), soit Q(x)

est vérifiée (donc Iz, Q(z)). Ainsi, Iz P V IzQ.

Réciproquement si JxP V 3zQ), soit il existe = tel que P(x), et dans ce cas P(z) V Q(z) est vrai, soit il
existe x tel que Q(z), et P(x) V Q(x) est aussi vrai. Dans tous las cas, on a une valeur de x telle que
P(z) V Q(x) est vraie.

Les deux expressions sont donc équivalentes.

. Dans dz, P A Q, P et Q doivent étre satisfaites pour une méme valeur de z, ce qui n’est pas nécessaire si

JzP A JzQ. Ainsi, la premiére assertion entraine la deuxiéme, mais pas l'inverse.



Exercice 8 —

1. Montrons la contraposée : si a # 2 ou si n n’est pas premier, alors a” — 1 n’est pas premier.
e Dans un premier temps, si a # 2, on écrit la factorisation :

a"—1=(a—1)(a"'+a" 2?4+ +a+1).

Puisque a # 2, chacun des deux facteurs est un entier strictement supérieur & 1, donc a™ — 1 n’est pas
premier (il s’écrit comme un produit non trivial).
e Si n n’est pas premier (quel que soit a > 2), alors il existe deux entiers d et m strictement supérieurs
a 1 tels que n = dm. Alors :
a” —1=(aH)™ —1,

et on est ramené au cas précédent, avec o’ = a?, différent de 2 puisque a > 2 et d > 1.
Dans les deux cas, a”™ — 1 n’est pas premier.

2. Soit a > 2. Montrons & nouveau la contraposée. Supposons n impair. Alors :
a"+1=(a+1)(a" ' —a" 24+ - —a+1).

(formule d’une somme géométrique de raison —a, différent de 1; remarquez que, puisque n est impair,
(—a)"! =a""1, alors que (—a)" % = —a""?).
Or,a+1>1,et, puisque a >2etn>2,a" >a,donc a+1< a™+ 1. Ainsi, a + 1 est un diviseur strict

de a™ + 1, non égal & 1. Par conséquent, a”™ + 1 n’est pas premier.

3. Soit toujours a > 2. Nous raisonnons encore par la contraposée. Supposons que a est impair, ou que n

n’est pas une puissance de 2.

e Si a est impair, alors a™ est impair (produit de nombres impairs), donc a™ + 1 est pair. De plus, a > 2,
et n > 2, donc a™ + 1 > 2. Ainsi, o’ + 1 est un entier pair strictement plus grand que 2, il n’est donc
pas premier.

e Si n n’est pas une puissance de 2, alors n admet un facteur premier p différent de 2, donc impair. Soit
un tel facteur premier p, et soit ¢ tel que n = pq. Alors,

a”+1=(a?)? +1,

et d’aprés la contraposée de la question 2, p étant impair, et a? étant au moins égal a 2, a™ + 1 n’est
pas premier.

Exercice 9 — Soit n un entier strictement positif, et p,, s’il existe, le n-iéme nombre premier.

1. Supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers, et soit n le nombre de nombres premiers.
Ainsi, {p1,...,pn} est Pensemble de tous les nombres premiers. Soit :

m=pipz---pn+ 1.

Alors, pour tout ¢ € [1,n], m =1 mod p;, et comme p; # 1, m Z 0 mod p;. Ainsi, m n’est divisible
par aucun nombre premier. Cela contredit le théoréme fondamental de I’arithmétique (existence d’une
décomposition de tout entier en produit de nombres premiers). L’hypothése initial est fausse. Ainsi, il
existe une infinité de nombres premiers.

2. On peut méme montrer mieux : 9n montre par récurrence forte sur n la propriété suivante, définie pour
tout n € N* : P(n) : «p, <227 ».
Tout d’abord, p1 = 2 et 22° = 2, donc p; < 22, donc P(1) est vérifice.

Soit maintenant n € N*, et supposons que P (k) est vrai pour tout k < n. Alors, d’aprés la question précé-
dente, p, 11 existe, et de plus, ppr1 < p1p2 - P + 1 = m. En effet, cet entier m n’est divisible par aucun

des n premiers nombres premiers p1,...,py, ; mais d’aprés le théoréme fondamental de I’arithmétique, il
existe un nombre premier p le divisant, et ce nombre premier vérifie, p € [1,m]. Ainsi, ’ensemble [1, m]
contient d’autres entiers premiers que pi, ..., p,; il contient donc nécessairement p,, 1 Ainsi :

Pust S pipa-- pn+1< 2727 22" 4 = P22 g 92

La deuxiéme inégalité découle des hypothéses de la récurrence forte. Enfin, 2" — 1 > 0, donc 22"~ > 1,
donc
22” — 22”71 4 22”71 2 22”71 + 1

Par conséquent, p,4+1 < 22", Ainsi, P(n + 1) est prouvé, sous les hypothéses de récurrence.

D’aprés le principe de récurrence forte, on en déduit que pour tout n € N*, p, < 22"

Montrer que pour tout entier n strictement positif, p, < 22" .



Exercice 10 —

Soit, pour tout n dans N\ {0, 1,2}, la propriété P(n): le nombre de diagonales d’un n-gone est @
Considérons n = 3. Il s’agit de compter les diagonales d’un triangle, au nombre de 0 (on ne compte pas les
cotés). Cela coincide avec la formule. Ainsi, P(3) est vérifiée.

Soit n € N\ {0,1,2} tel que P(n), et considérons un polygoéne & n + 1 sommets. Les n premiers sommets
forment un polygone & n sommet, ayant, d’aprés ’hypothése de récurrence, ”("273) diagonales. Ces diagonales
sont aussi des diagonales du (n + 1)-gone. De plus, le coté reliant le n-iéme sommet et le premier n’est pas un
coté du (n+ 1)-gone, mais une diagonale (ces deux sommets ne sont plus consécutifs). Enfin, il reste & compter
les diagonales issues du n + 1-iéme sommet. Ce sommet peut étre relié aux n autres sommets, mais parmi
les différents segments obtenus, il y a deux cotés, donc seulement n — 2 diagonales. Ainsi, le nombre total de

diagonales est :

. 2 o 2 _ _ _
n(n2 3)+1+n?2:n 3n+22+2n 4 _n 271 2:(n+1)2(n 2).

Ainsi, P(n + 1) est vérifiée.

Par conséquent, P(3) est vraie, et pour tout n dans N\ {0,1,2}, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N\ {0,1,2}.

Voici une autre solution, combinatoire. Soit un n-gone. Comme précédemment, chaque sommet est relié 4 n — 1
autres sommets, par 2 cotés, et n — 3 diagonales. Donc de chaque sommet sont issues n — 3 diagonales. Il y a n
sommets. Donc de ’ensemble des sommets sont issues n(n—3) diagonales. Chaque diagonale étant issue de deux

sommets, on en déduit qu’on a @ diagonales (on compte deux fois chaque diagonale, suivant 'extrémité
considérée, d’ou la nécessité de diviser par 2).

Exercice 11 -
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): V0 € N, cos(nf) +1i-sin(nf) = (cosf +1-sinf)™..
Lorsque n = 0, on a cos(nf) +i-sin(nf) = 1+1-0 = 1, et (cosf +i-sinf)? = 1. D’ott P(0).
Remarquez (méme si on n’en a pas besoin), que P(1) est aussi une identité triviale.
Soit n € N tel que P(n). Alors
(cos@ +i-sinf)" ™ = (cosf+1i-sinh)™ - (cos +1i-sinh)
= (cos(n#) +1i-sin(nd))(cosf +i-sin ) d’aprés ’hypothése de récurrence
= (cos(nB) cos § — sin(nf) sin 0) + i(sin(nb) cos @ + cos(nd) sin )
= cos((n+ 1)0) +i-sin((n + 1)0), d’aprés les formules trigonométriques
D'oit P(n + 1).
Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n+1). D’aprés le principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout n dans N.

Exercice 14 — Soit pour tout n € N*, P(n) la proposition suivante :

k . .
P(n): «Y(x1,...,70,) ER", VEEN, (214 +x,)" = Z (l ; >z111~~~z;".>>.
1y---5tn

(i1,.00yin ) ENT
tq i1+ +in=k

Dans tout ce qui suit, il est supposé implicitement que tous les indices de sommation sont des entiers positifs
ou nuls. Nous omettrons donc de le préciser dans les notations, afin d’alléger un peu les écritures.

Vérification de P(1) : Soit z; € R, et k € N. Alors, la somme du terme de droite est :
K\ 5 (k
= (- (-
lek
La formule est donc bien vraie pour n = 1. Ainsi, P(1) est vérifiée.

Vérification de P(2) : Soit x1, 22 € R, et k € N. Remarquons que pour tout (i1,42) tel que iy + is = k,
Y R K [k
i1,ie)  dlis!l ik —id1)! \di )’

k o AN LIRS A .
S (F )t 3 (Metat =3 (Vetat = o
= 3 11=0

Ainsi :



La derniére égalité provient de la formule du bindme (qu’on suppose connue). Ainsi, P(2) est vérifiée.

Soit maintenant n € N* tel que P(n) soit vérifié, et soit x1,...x,41 des réels, et k un entier positif ou nul.

Alors, d’aprés I’hypothése de récurrence appliqué aux n réels z1,...,2,—1 €t (X + Tpi1),
k _ k 11 in—1
($1+...+xn+1) == . 3 X Ty Ty 1($n+‘7)n+1)
; ; 215+ +5tn—-1,1%n
i1+ tin=k

De plus, d’aprés la formule du bindme (c’est-a-dire P(2)), pour tout entier i,
AN A in i il
n o— n . n
(T + Tpy1)'™ = E i Tyx, "= g oo xm anrl
=0 " il =i S L
Pour la derniére égalité, on a simplement posé i;, ,; = i, — 4;,. Ainsi :
k 1 ; i
(@1 4+ Tng1)" = Z Z (z in—1,in) \i ; I xj’nifx” it
i in =k il il =i, S DI N Pkl

Exprimons le produit des deux coefficients multinomiaux :

( k )( in > k! ip! k!
. . . ./ ./ - . . . ‘ ./ ./ - .
015y in—15%n/) \in;fn4q LR SR U zn!an! ISRRERE P i 1] n+1'

On remarquera au passage que ce que ’on a écrit a un sens, puisque :

i1+...+in71+i{n+i,’n+1 :i1+...+i’n71+in:k,
le coefficient multinomial obtenu est donc bien défini. Finalement :
k . . ./ .’
b= e in—1 i Ipi1

(X +- -+ app)’ = Z < . L 2l gl g

i etin=k N I by b

-/ -/ .

7‘n-"_zn«#lzzn

k i1, in—1 i, iil+1
il 'L 1 'L’I i/ 1"1 zn71 Ln :C’H,Jrl .
G4 A1+, i =k ’ »In= L o Pl

. .7 .7

In=lptin g

L’information i,, = ], + i, n’étant plus pertinente (car i, n’intervient plus dans la somme), on peut s’en
dispenser, d’ou :

k ; il
k _ k3 Gn—1 +1
(1 + +apy) = E <z ; o xm 1:En +xn"+17
. . Iyeesln—1
i1tetino1 i i, =k P i Pntl
et enfin, les variables indexant une somme étant muettes,
k k i in41
(@1 4+ Tn1)” = E (z i )9511"'95nn+1-
i1+ Fin1=k 1yeeesintd

Nous avons donc montré que pour tout n € N*, P(n) entraine P(n + 1).
Ainsi, comme P(1) est vraie, d’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n € N*.

Exercice 16 — Soit (uy,)nen la suite définie par ug =1 et Vn > 1

1. Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): 0 < u, < 1.
On montre cette propriété par récurrence forte sur n. Tout d’abord, uo = 1, donc P(0) est vérifié.
Soit n € N* tel que P(0),...,P(n — 1) soient vérifiés. Alors :

Vie[1,n], 0<u? <1.

3
Par conséquent : 0 < ud + - +u_; < n,
U . U 1
puis : 0 < u 1
2n =

et enfin : 0 < uy <

Cela montre P(n).

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N*, P(0),...,P(n — 1) entrainent P(n). D’aprés le
principe de récurrence forte, P(n) est vraie pour tout n dans N.



it :
3 +1) , soi

2. Pour tout n € N, u2 ,; =

(2n +2)up g = ug + - +up_y +up = 2nup +up = (2n+ )ug,.

On en déduit que pour tout n € N, u2 ;| = 321; u? < u?. Comme (uy)nen est positive, on en déduit que
pour tout n € N, uy,+1 < uy, donc que (uy)nen est décroissante.

Cette suite est donc convergente, puisqu’elle est décroissante et minorée par 0.

2n+1
VneN, upt1 =1/ ——= " Un.
nelN, up4 o+ 2 U

Remarquez que cette relation n’était pas strictement nécessaire pour répondre & la question précédente : on
aurait pu s’en sortir par une récurrence forte. On peut aussi écrire cette relation sous la forme quadratique
suivante :

3. On vient d’établir cette relation :

1
VTLEN, ’U,721+1: (1—m)ui et Un+120.

- 1
4. Soit, pour tout n dans N*, la propriété Q(n): u? = H <1 — 2—)
i
i=1

1
1 1 1
D’aprés la relation précédente, u? = (1 — 5) ul = (1 - 5) H (1 - 2—) . Ainsi Q(1) est vérifice.
1
i=1

Soit n € N* tel que Q(n) est vérifié. Alors,
n n+1
1 1
1-=)=T](1-5)-
1 ( 2i> 1 < 2@)

= (1ot Y= (1o
nL 20n+1)) " 2(n+1))
Par conséquent, Q(1) est vraie, et pour tout n dans N*, Q(n) entraine Q(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N*.

5. Soit n € N*. Alors :
1n(un) =1In (l | (1 -3 = ;:1 In{1-— %)

Ainsi, Q(n + 1) est vérifié.

i=1

Montrons que pour tout x €] — 1,400, In(1 + 2) < « (inégalité & connaitre) Pour cela, on étudie la
fonction f :] — 1, +0o[— R définie pour tout x €] — 1,400 par f(z) = In(1 + z) — z. Cette fonction est
dérivable sur | — 1, +00], et sa dérivée est donnée par :

1 T

Vo €] — 1,400, f'(z)= Tos 1=

14z

Ainsi, f’ est positive sur | — 1, 0[, négative sur |0, +oo[. On obtient le tableau de variations suivant :

T -1 0 +00
I
f'(x) + 0 -
|
0
—00 —00
Ainsi, pour tout z €] — 1, +o0], f(z) <0, donc In(1 + z) < z.
1 1
On en déduit que pour tout i € [1,n], In (1 - 2—) < 5 Ainsi
) i
2Inwu —11r1(u2)<—il soit: Inu <—1il
N 57 ' tToAs



Comme 'exponentielle est une fonction croissante sur R, on en déduit que :

n
On verra dans un chapitre ultérieur que la suite (Z %) tend vers +o00. On peut ainsi conclure que
i neN*

(tn)nen+ tend vers 0.

Exercice 17 —

2n 1 =
Soit, pour tout n dans N*, la propriété P(n): (?n + g) Vvn < Z Vk.
-1

2n 1 -
Prenons n = 1, nous obtenons : (?n + §) Vn=1et Z Vk = /1= 1. Ainsi, P(1) est vérifice.

Soit n € N* tel que P(n) soit vérifié. Alors :

%f—(—)%)mzéme_(%%g)m
=if—%”¢n—+1

2(2” )\F——W

3
1
?(\/ﬁ vn+1)+ 3" vn
2n n—n-—1 1
- n
3 n+vntl 3 vn
—2n 1
> — . =
/3-2\/ﬁ+3 Vi =0,

ce qui prouve P(n + 1).

Par conséquent, P (1) est vraie, et pour tout n dans N*, P(n) entraine P(n+1). D’aprés le principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout n dans N*.

2
Soit, pour tout n dans N*, la propriété Q(n): ( ; —> Z VEk.
Prenons n = 1, nous obtenons : (2?”+%>\/ﬁget Z\/E:\/I:L Ainsi, Q(1) est vérifiée.
k=1
Soit n € N* tel que Q(n) soit vérifié. Alors :
n+1 n
+1 1 2 1 1
Zf( ntl), 5)\/TL+1Z\/E+\/TL+ <%+§>\/n+l
k=1
1
<<2(n)+1>\/ﬁ<2(n+1)_>\/n—+1
3 2 3 2
(At 1\ o (2nt) 1) e
3 6 3 2
2(n+1
< (” 204D (- Var )—— Vit s VT
(n+ 1) 1 1
< - : - = R/ 1
3 Vit vntl 6\/ﬁ+2 n
2(n+1) 1 1
S S e S Zvn+1
52 Vit sV TVt
1 1
<-3¢ Vn + f—\/ﬁ+§ Vn+1
1
SE(\/_—\/n—i-l)éO

ce qui prouve Q(n + 1).



Par conséquent, Q(1) est vraie, et pour tout n dans N*, Q(n) entraine Q(n+1). D’aprés le principe de récurrence,
Q(n) est vraie pour tout n dans N*.
On en déduit que pour tout n € N*,

2 1 1 & 2 1 1
)< —= E<(=+—)/1+-.
<3+3n> n\/ﬁ;\/_ <3+2n> Jrn
D’aprés le théoréme d’encadrement, on obtient donc :

n

lim LZ\/E:

2
n—+00 n\/ﬁ et g

Exercice 18 —

1. (a) Soit A et u deux complexes, et pour tout n € N, v,, = Ar™ + us™. Remarquons dans un premier temps
que, par définition de r et s, on a 72 = ar + b et s> = as + b, donc, en multipliant ces deux égalités
respectivement par r” et s, on a, pour tout n € N, r"+2 = ar”T1 £ br", et "2 = as™ ! + bs”.
Alors, pour tout n € N,

Vpgo = M2 s = Nar™ T 4 br™) - p(as™ T Hbs™) = a(Nr" T s T Hb(N - us™) = v g1 Fbuy,.

(b) Reésolvons le systéme d’équations :
{ A+ MU = Ug
rA + S = up

La premiére équation donne y = ug — A, d’or , en remplagant dans la deuxiéme, (r — s)\ = uy — sug.
Cette équation détermine de maniére unique )\, puisque par hypothése r et s sont distincts. Alors, i
est aussi déterminé de maniére unique par la premiére équation.
Soit A et u ainsi définis, et soit pour tout n € N, v,, = Ar™ + us™.
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): w, = v,.
Les deux équations par lesquelles sont définis A et p donnent vy = ug et v1 = ug, d’ou P(0) et P(1).
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient satisfaits. Alors, d’aprés la question 1 :

Unt2 = QUnp+1 + bUy = a1 + buy = Upgo.
La deuxiéme égalité découle de I’hypothése de récurrence, la derniére de la relation de récurrence
définissant la suite (u,)nen. Ainsi, P(n + 2) est vérifiée.

Par conséquent, P(0) et P(1) sont vraies, et pour tout n dans N, P(n) et P(n+1) entrainent P(n+2).
D’apreés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

(c) D’aprés la question 1(b), ’équation x> = 3z — 2 admettant deux solutions distinctes 1 et 2, il existe
A et p deux complexes tels que pour tout n € N, u,, = A1™ + 2™ = A+ p2™. On trouve \ et p grace
aux conditions initiales, qui donnent le systéme suivant :

A4+ p=2
A+ 2 =3

On obtient immédiatement A = u = 1, d’ol1, pour tout n € N, u,, =1 4 2",

(d) On fait de méme. L’équation 2 — x — 1 = 0 admet deux racines 1’T\/5 et 1+2_\/g Ainsi, il existe \ et
u deux complexes tels que, pour tout n € N,
n
1++5
I 5 :

1-v5\)
e

Les conditions initiales donne le systéme suivant & résoudre :

{ A+ =20

%5 A+ %5 cu=1.
De la premiére équation on tire u = —\, d’ot1, en remplacant dans la deuxiéme équation :
1—+5 1 5
QJiki ZJiA:L



puis : —A\V5 =1, soit : A = ——= et = —=. Ainsi, pour tout n € N :
NG V5
J’_

1 (1+v5) 1 [1-v5\
Up = —= _ —_ -
Vb 2 Vb 2
(e) On fait encore de méme. L’équation 22 — 2z + 2 = 0 admet deux racines complexes distinctes 1 + i

et 1 —1i (résolvez & l'aide du discriminant). Il existe donc deux complexes A et p tels que pour tout
n €N, u, = A(1+1)" + u(1 —i)". Les conditions initiales donnent :

ce qui donne immédiatement A =y = 1. Ainsi, pour tout n € N, u, = 1(14+1)" + 2(1 — i)™

1
2
2. Soit, pour tout n € N, v,, = (A + pn)r™. Alors, pour tout n € N,

Vnyo = AFu(n42))r" 2 = Mp(n+2)) (ar™ T 40r™) = a(Ap(n+1))r" T b A+ un)r™ +p(2ar™ T -br™).
Or, 7 est racine double de I’équation x> — axz — b = 0, donc r = — 55, Soit 2ar + b = 0. Ainsi,
2ar™ ! 4+ br™ = 1" (2ar + b) = 0.

On en déduit que pour tout n € N, v, 42 = avyy1 + bu,.

3. Il faut ici faire I’hypothése que r # 0. Résolvons le systéme

A = Up
Ar 4+ ur = uq

La premiére équation détermine A de maniére unique. La seconde détermine ensuite p de maniére unique,
puisque r # 0.

Si r = 0, la relation de récurrence est alors u? 42 = 0 pour tout n € N, ce qui implique que la suite (u,,)nen
est nulle & partir du rang 2. Si uy # 0, le résultat de cette question entre alors en défaut.

4. L’équation 22 — 2x + 1 admet un racine double 1. Ainsi, d’aprés la question 2(b), il existe d’uniques
complexes A et u tels que pour tout n € N, u,, = (A+ un)1™. Les conditions initiales donnent le systéme :

2
A+ p 3,
d’ott A =2 et = 1. Ainsi, pour tout n € N, u,, =2 + n.

5. L’équation 22 — 4z + 4 admet un racine double 2. Ainsi, d’aprés la question 2(b), il existe d’uniques
complexes A et u tels que pour tout n € N, u,, = (A+ un)2". Les conditions initiales donnent le systéme :

{ 200 + ) 41,

d’ot A =1 et u = 1. Ainsi, pour tout n € N, u, = (14 n)2".



