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Chapitre 1Fondements des mathématiques
1.1 Rudiments de logique1.1.1 Terminologie
• Objet ou élément : donnée première intuitive (
ela peut être un nombre, une personne, unlivre, un endroit, une entité quel
onque...). Ce sont les briques (on ne peut pas 
onstruire àpartir de rien)
• Ensemble : une 
olle
tion d'éléments. Un ensemble de personnes, de nombres, de livres...
• Appartenan
e : un élément appartient à un ensemble (x ∈ E) si 
et élément est dans la
olle
tion dé�nissant E

• Constante : un signe ayant une valeur pré
ise et immuable ; par exemple un entier, ou un réeldonné : 1, 2, π et
 ; par exemple, une personne donnée.
• Variable : un signe pouvant prendre di�érentes valeurs, parmis un 
ertain ensemble, ou n'ayantpas de valeur prédé�nie.Exemple : x véri�ant x2 = 1

• Proposition : un énon
é exprimant une 
ertaine propriété (véri�ée ou non par un élément, unensemble). Une proposition est donnée sans 
onsidération de validité : elle peut être vraie oufausse.Exemple : Le blé est une 
éréale est une proposition portant sur l'élément blé et l'ensemble
éréales. Cette proposition est vraie.
• Valeur de vérité d'une proposition : une proposition peut être vraie, ou fausse, ou vraiepour 
ertaines valeurs d'une variable et fausse pour d'autres.
• Variable muette : 
'est une variable qui est dé�nie au sein même de la proposition. Elle n'apas de sens en dehors de la proposition, et peut être formellement rempla
ée par n'importequelle autre variable (dans toute la proposition)Remarque : les variables muettes apparaissent aussi dans les sommations : n∑

i=1

i2, i est unevariable muette (mais pas n) ; ∫ 1

0

f(x) dx, x est une variable muette.
• Formule 
lose : une proposition dont toutes les variables sont muettes.1.1.2 Conne
teurs logiques � Tables de véritéCe sont des mots ou symboles permettant de dé�nir de nouvelles propositions.



6 Chapitre 1. Fondements des mathématiques1. La 
onjon
tion � et � (notée symboliquement ∧), de table :
P Q P ∧QV V VV F FF V FF F F2. Le � ou � non ex
ulsif (notée symboliquement ∨), de table :
P Q P ∨QV V VV F VF V VF F F3. Le � non � (notée symboliquement ¬), de table :

P ¬PV FF V4. L'impli
ation (notée symboliquement =⇒), de table :
P Q P =⇒ QV V VV F FF V VF F V5. L'équivalen
e P ⇐⇒ Q ≡ (P =⇒ Q) ∧ (Q =⇒ P ).Remarques 1.1.1 1. Si P est fausse, P =⇒ Q est toujours vraie. Ainsi, la véra
ité de P =⇒ Qne sous-entend nullement la véra
ité de P .2. En parti
ulier, � =⇒ � n'est pas synonyme de � don
 �, qui sous-entend que 
e qui pré
èdeest vrai.3. Pour montrer que P =⇒ Q est vraie, il su�t de se pla
er dans le 
as où P est vraie, et demontrer qu'alors Q est vraie.4. Ne pas 
onfondre :

• P est une 
ondition su�sante à Q : P =⇒ Q ;
• P est une 
ondition né
essaire à Q : Q =⇒ P ;
• P est une 
ondition né
essaire et su�sante à Q : P ⇐⇒ Q.5. Pour montrer une équivalen
e P ⇐⇒ Q, n'oubliez pas de montrer les deux impli
ations
P =⇒ Q et Q =⇒ P . N'oubliez pas la ré
iproque SVP.Exemples 1.1.2 1. La proposition suivante est vraie :� Si 10n + (−1)n est divisible par 11, alors 10n+1 + (−1)n+1 est divisible par 11. �Pourtant, 10n + (−1)n n'est divisible par 11 pour au
une valeur de n !2. (Exemple historique) Il existe deux 
élèbres 
onje
tures, appelons-les A et B. La 
onje
ture
A est à 
e jour en
ore à démontrer. La 
onje
ture B a été démontrée en deux temps : un



1.1 Rudiments de logique 7premier mathémati
ien a réussi à prouver que si A est vraie, B aussi. Un peu plus tard, unautre mathémati
ien a prouvé que si A est fausse, alors B est vraie... Ainsi, on a montré la
onje
ture B a partir de la 
onje
ture A, sans rien 
onnaître de la véra
ité de la 
onje
ture
A !3. Autour de CN et CS :
• � n est multiple de 6 � est une CS pour que n soit paire mais pas une CN.
• x = 1 est une CS pour que x2 = 1, mais pas une CN. En revan
he, si x est réel, x = 1 estune CNS pour que x3 = 1.
• Si f est dérivable sur R, f ′(0) = 0 est une CN pour que f admette un extremum lo
al en

0, mais 
e n'est pas une CS (exemple : x 7→ x3)Remarque 1.1.3 On distingue impli
ation formelle et impli
ation sémantique (relation de 
auseà e�et). Par exemple, le grand théorème de Fermat ayant été démontré il y a quelques années, laproposition suivante est vraie :� Si le théorème de Fermat est faux, alors les oranges sont bleues �En revan
he, une telle impli
ation ne traduit au
une relation de 
ause à e�et !Proposition 1.1.4 Pour toutes propositions P , Q et R, on a :1. (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R) (asso
iativité de ∧). On note : P ∧Q ∧R.2. (P ∨Q) ∨R ≡ P ∨ (Q ∨R) (asso
iativité de ∨). On note : P ∨Q ∨R.3. P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R) (distributivité de ∨ sur ∧)4. P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) (distributivité de ∧ sur ∨)1.1.3 Quanti�
ateursCe sont des symboles d'abréviation permettant d'introduire des variables.Important : Dans toute expression mathématique que vous é
rivez, assurez-vous tou-jours que toutes les variables que vous utilisez soient dé�nies (soit par une valeurparti
ulière, soit par un quanti�
ateur, soit posée dans le texte).1. ∀ : quel que soit.
• Exemple d'utilisation : ∀x, x > 2 =⇒ x2 > 4.
• Abus de notation : on é
rit � ∀x ∈ E, P � pour � ∀x, (x ∈ E) =⇒ P �Ainsi, l'expression pré
édente s'é
rit aussi : ∀x > 2, x2 > 4.

• Pour montrer ∀x P (x), se donner x quel
onque et véri�er P (x) (en toute généralité). Ladémonstration a don
 la stru
ture suivante :� Soit x. ... (démonstration) ... Alors P (x). Don
 P (x) est véri�ée pour tout x. �2. ∃ : il existe.
• Exemple d'utilisation : ∃x, x2 = 2.
• Abus de notation : on é
rit � ∃x ∈ E, P � pour � ∃x, (x ∈ E) ∧ P �
• L'ensemble dans lequel on 
onsidère l'existen
e peut avoir son importan
e. N'oubliez pasde le pré
iser en 
as d'ambiguïté.Exemple : ∃x ∈ R, x2 = −1 et ∃x ∈ C, x2 = −1 n'ont pas vraiment la même véra
ité !3. Juxtaposition :Attention : ∀x∃y, P 6≡ ∃y∀x, P .



8 Chapitre 1. Fondements des mathématiques1.1.4 NégationsProposition 1.1.5 Soit A et B deux propositions. Alors :1. ¬(A ∧B) ≡ ¬A ∨ ¬B2. ¬(A ∨B) ≡ ¬A ∧ ¬B3. ¬(¬A) ≡ A

4. ¬(A =⇒ B) ≡ A ∧ ¬B5. ¬(∃x, P (x)) ≡ (∀x,¬P (x))6. ¬(∀x, P (x)) ≡ (∃x,¬P (x)).Exemples 1.1.6 1. Non linéarité d'une fon
tion de Rn vers Rm ; exemple de f : x2 7→ x de Rdans R.2. Dé�nition de la 
ontinuité d'une fon
tion f en x0, puis négation. Exemple de la fon
tion Hde Heaviside.1.1.5 Un texte mathématiqueUn texte mathématique est 
onstitué de :1. dé�nitions : des des
riptions de 
ertains objets 
onstituant les briques de la théorie. Unedé�nition est un fait, et n'appelle par de démonstration.2. résultats : des énon
és mettant en jeu les objets dé�nis dans la théorie, et donnant despropriétés véri�ées par 
es objets. Un résultat s'énon
e sous la forme A =⇒ B. On distingue :
• les axiomes : des résultats qui sont des vérités fondamentales de la théorie, et qu'on nedémontre pas (à 
onsidérer 
omme le 
ahier des 
harges de la théorie : on impose 
esrésultats, il n'y a don
 pas besoin de les montrer) ;
• les théorèmes : les résultats les plus signi�
atifs, démontrés à partir des axiomes et derésultats démontrés antérieurement ;
• les propositions : des résultats de moindre envergure ;
• les lemmes (d'un autre résultat) : des résultats intermédiaires, utiles à la démontration durésultat dont ils sont le lemme ; ils peuvent être lemme de plusieurs résultats, et peuventêtre très utiles pour d'autres démonstrations ;
• les 
orollaires (d'un autre résultat) : des 
onséquen
es assez immédiates dudit résultat,par exemple des 
as parti
uliers intéressants ;
• les 
onje
tures : des résultats qu'on suppose être vrai, mais qu'on n'a pas réussi à prouver.3. démonstrations : des justi�
ations de la véra
ité des résultats.Exemples 1.1.7 1. Le 
élèbre 
inquième axiome d'Eu
lide, fondant la théorie de la géométrieeu
lidienne, stipule qu'il existe une seule droite parallèle à une droite donnée, et passant parun point donné. Il existe d'autres types de géométrie, dé�nies en 
hangeant 
et axiome :
• la géométrie sphérique, dans laquelle une droite n'admet pas d'autre parallèle qu'ellemême ;
• la géométrie de Lobat
hevsky, dans laquelle une droite admet une in�nité de parallèlespassant par un point donné ;
• et d'autres en
ore...2. Un énon
é s'exprime souvent sous la forme A =⇒ B.La proposition A regroupe les hypothèsesLa proposition B regroupe les 
on
lusions.Ne pas oublier de bien apprendre toutes les hypothèses d'un résultat. Par exemple, 
onsidé-rons le théorème suivant :



1.1 Rudiments de logique 9Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I. Si f ′ est positive sur I, alors f est 
roissantesur I.Il y a trois hypothèses dans 
et énon
é : bien sûr, f ′ > 0, que personne n'oublie ; mais aussi
f dérivable sur I (sans laquelle l'énon
é n'a pas de sens), et (plus souvent oubliée) le faitque I est un intervalle (sans quoi le résultat est faux !).1.1.6 Types de démonstrations1. Le syllogisme. Pour que B soit vrai, il su�t que A soit vrai et que A =⇒ B ; le prin
ipedu syllogisme s'é
rit don
 : (A ∧ (A =⇒ B)) =⇒ B. C'est une démonstration � dire
te �Remarquez qu'on ne peut pas se 
ontenter de A =⇒ B, il faut aussi la véra
ité de A.2. La transitivité de =⇒. On utilise une su

ession de syllogismes :

A ∧ (A =⇒ A1) ∧ (A1 =⇒ A2) ∧ (An−1 =⇒ An) ∧ (An =⇒ B) =⇒ B.3. Démonstration par la 
ontraposée. En 
omparant les tables de vérité, ou en niant lesdeux propositions, on obtient :
A =⇒ B ≡ ¬B =⇒ ¬AL'expression ¬B =⇒ ¬A s'appelle la 
ontraposée de A =⇒ B. Démontrer une impli
ation

A =⇒ B 
onsiste à démontrer l'impli
ation ¬B =⇒ ¬A, 
'est-à-dire à supposer que B estfaux, et montrer qu'alors A est faux aussi.4. Cas parti
ulier : démonstration par l'absurde. C'est le 
as où A est la propositiontoujours vraie. Alors A =⇒ B ≡ B. Ainsi, pour démontrer B, il su�t de démontrer la
ontraposée ¬B =⇒ ¬A, où ¬A est la proposition toujours fausse(= une 
ontradi
tion). Par
onséquent, il su�t de supposer que B est fausse, et d'aboutir à une 
ontradi
tion.5. Disjon
tion des 
as. Si A =⇒ C et B =⇒ C, alors (A ∨B) =⇒ C :
((A =⇒ C) ∧ (B =⇒ C)) =⇒ ((A ∨B) =⇒ C).Cas parti
ulier : A ∨B est toujours vraie (ainsi A et B regroupe toutes les � possibilités �).Alors, pour montrer C, il su�t de montrer A =⇒ C et B =⇒ C, 
'est-à-dire de montrer Cdans le 
as où A est vrai, et C dans le 
as où B est vrai.6. Raisonnement par ré
urren
e(a) Prin
ipe de la ré
urren
e simple : [P(0) ∧ (∀n ∈ N, (P(n) =⇒ P(n + 1))] =⇒ (∀n ∈

N, P(n))� P(0) � est l'initialisation, � ∀n ∈ N, (P(n) =⇒ P(n + 1)) � est l'hérédité.
• Le rang initial peut être un autre entier (éventuellement négatif). Attention à montrerl'hérédité à partir d'un bon rang.
• Existen
e de ré
urren
es des
endantes
• Il peut être judi
ieux d'avoir des quanti�
ateurs dans l'hypothèse de ré
urren
e.
• N'oubliez pas l'initialisation !
• Attention à 
e que l'hérédité soit valable en toute généralité (problème des 
rayonsde 
ouleur)(b) Ré
urren
e d'ordre k :
((P(0) ∧ · · · ∧ P(k − 1)) ∧ (∀n ∈ N, P(n) ∧ · · · ∧ P(n + k − 1) =⇒ P(n + k))) =⇒ ∀n ∈ N, P(n).
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• Prin
ipe : on utilise la propriété aux k rangs pré
édents pour montrer l'hérédité.
• Ne pas oublier d'initialiser pour les k premières valeurs !
• Adapter le prin
ipe dans le 
as où le rang initial n'est pas 0.(
) Ré
urren
e forte : (P(0) ∧ (∀n > 1, P(0) ∧ · · · ∧ P(n− 1) =⇒ P(n))) =⇒ ∀n ∈ N, P(n).

• Prin
ipe : on suppose la propriété vraie à tous les rangs pré
édents pour la montrerà un rang donné.
• Il su�t d'initialiser sur le premier terme.
• Très utile pour toutes les questions de divisibilité.(d) Ré
urren
es multiples : On opère simultanément des ré
urren
es sur plusieurs variables.On imbrique en général les ré
urren
es les unes dans les autres. Attention à bien énon
éles propriétés à démontrer pour 
haque ré
urren
e. Notamment, n'oubliez pas d'indiquersoigneusement les quanti�
ateurs pour les ré
urren
es � externes �.Exemples 1.1.8 1. (Syllogisme) Ce type de démonstration est utilisé pour tout emploi d'unthéorème : A ∧ (A =⇒ B) signi�e que 
omme les hypothèses du théorème A =⇒ B sontvraies, la 
on
lusion B également.Règle no 1 d'une bonne réda
tion : quand on rédige un tel raisonnement faisantréféren
e à un théorème, il est né
essaire de toujours pré
iser le théorème uti-lisé (soit en donnant son nom, soit en rappelant son énon
é), ET de pré
iserque TOUTES les hypothèses sont satisfaites. De la né
essité de bien apprendre leshypothèses des théorèmes...2. (Transitivité de l'impli
ation) Résolution des équations du se
ond degré.3. (Contraposée) Soit n ∈ N. Montrer que si n2 est pair, alors n est pair.4. (Démonstration par l'absurde) Démonstration de l'irrationnalité de √2.5. (Disjon
tion des 
as) Montrer que pour tout n ∈ N, n(n+1)

2 est entier. De même pour
n(n+1)(2n+1)

6 .6. (Ré
urren
e simple) Montrer que pour tout n ∈ N∗, n∑
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 .7. (Ré
urren
e simple) Formule du bin�me de Newton.8. (Ré
urren
e simple, problème de quanti�
ateurs) Soit n ∈ N∗. Montrer que la somme dedeux fon
tions n fois dérivables est n fois dérivable (en supposant démontré pour n = 1).9. (Ré
urren
e simple, problème d'initialisation) 10n + (−1)n est-il divisible par 11 pour tout

n ∈ N ?10. (Ré
urren
e simple, problème d'initialisation) Cher
hez l'erreur.� Dans toute boîte de n 
rayons, tous les 
rayons ont la même 
ouleur. �11. (Ré
urren
e d'ordre k > 1) Soit (Fn)n∈N dé�nie par F0 = 0, F1 = 1 et pour tout n > 0,
Fn+2 = Fn+1 + Fn (suite de Fibona

i).Soit n ∈ N. Montrer que Fn est paire si et seulement si n est multiple de 3.12. (Ré
urren
e forte) Tout nombre entier n > 0 admet une dé
omposition en nombres deFibona

i distin
ts non 
onsé
utifs.13. (Ré
urren
e forte) Tout nombre entier n > 1 admet une dé
omposition en produit denombres premiers.



1.2 Ensembles 111.2 Ensembles1.2.1 Dé�nitionsPour dé�nir rigoureusement la notion d'ensemble, il faut une axiomatique très 
omplexe, 
'estpourquoi nous admettons 
ette notion ; intuitivement, il s'agit d'une 
olle
tion d'objets, ne se
ontenant pas lui-même (a�n d'éviter le paradoxe de l'ensemble des ensembles).On note l'appartenan
e de l'objet x à un ensemble E par x ∈ E.Un ensemble F est in
lus dans E si tous ses éléments sont aussi des éléments de E : x ∈ F =⇒
x ∈ E. On note F ⊂ E pour dire que F est in
lus dans E.Un sous-ensemble de E est un ensemble F tel que F ⊂ E.Exemple 1.2.1 N, Z, Q, R, C, R+, R−, R∗, R∗

+ et
.Définition 1.2.2 Un singleton est un ensemble ne 
ontenant qu'un élément : {x}Définition 1.2.3 Un ensemble vide, noté ∅, est un ensemble ne 
ontenant au
un élément. Il estdon
 dé�ni par : ∀x, x 6∈ ∅.C'est une notion abstraite ; il n'est a priori pas évident qu'un tel ensemble existe, ni qu'il soitunique.Un ensemble est dit �ni s'il ne 
ontient qu'un nombre �ni d'éléments. Le 
ardinal d'un ensemble�ni E, noté Card(E) ou |E|, est le nombre des éléments de E.Comment dé
rire un ensemble?1. En énumérant ses éléments entre a

olades : {1, 2, 4} ;2. En le dé
rivant 
omme le sous-ensemble des éléments d'un ensemble 
onnu véri�ant une
ertaine propriété P : {x ∈ E | P(x)}3. Par des 
onstru
tions 
lassiques. On étudie les plus 
lassiques et les plus simples 
i-dessous.1.2.2 Constru
tions d'ensembles1.2.2.1 Interse
tion.Définition 1.2.4 Soit E et F deux ensembles. L'interse
tion de E et F , notée E ∩ F , est l'en-semble des éléments 
ontenus à la fois dans E et dans F :
x ∈ E ∩ F ⇐⇒ (x ∈ E) ∧ (x ∈ F ).Proposition 1.2.5 Soit E, F , G des ensembles. Alors :1. E ∩ F = F ∩ E (
ommutativité)2. (E ∩ F ) ∩G = E ∩ (F ∩G) (asso
iativité)3. E ∩∅ = ∅4. Si E ⊂ F , alors E ∩ F = E.



12 Chapitre 1. Fondements des mathématiques1.2.2.2 UnionDéfinition 1.2.6 Soit E et F deux ensembles. L'union de E et F , notée E ∪ F , est l'ensembledes éléments 
ontenus soit dans E soit dans F :
x ∈ E ∪ F ⇐⇒ (x ∈ E) ∨ (x ∈ F ).Proposition 1.2.7 Soit E, F , G des ensembles. Alors :1. E ∪ F = F ∪ E (
ommutativité)2. (E ∪ F ) ∪G = E ∪ (F ∪G) (asso
iativité)3. E ∪∅ = E4. Si E ⊂ F , alors E ∪ F = F .5. (E ∪ F ) ∩G = (E ∩G) ∪ (F ∩G) (distributivité de ∩ sur ∪)6. (E ∩ F ) ∪G = (E ∪G) ∩ (F ∪G) (distributivité de ∪ sur ∩)1.2.2.3 ComplémentationDéfinition 1.2.8 Soit E ⊂ F . Le 
omplémentaire de E dans F , noté ∁F E, est l'ensemble deséléments de F qui ne sont pas dans E :

x ∈ ∁F E ⇐⇒ (x ∈ F ) ∧ x 6∈ E.Proposition 1.2.9 Soit E, F et G des ensembles.1. ∁F E ∪ E = F2. ∁F E ∩ E = ∅3. Soit E, F ⊂ G. Alors ∁G(E ∪ F ) = ∁GE ∩ ∁GF4. Soit E, F ⊂ G. Alors ∁G(E ∩ F ) = ∁GE ∪ ∁GFThéorème 1.2.10 L'ensemble vide existe et est unique. De plus, il est un sous-ensemble de toutensemble.1.2.2.4 Produit CartésienDéfinition 1.2.11 Soit E et F deux ensembles. Le produit 
artésien de E et F , noté E ×F , estl'ensemble des 
ouples (a, b), tels que a ∈ E et b ∈ F .Notation 1.2.12 On note E2 = E × E, et plus généralement En pour un produit 
atésien à ntermes.Proposition 1.2.13 Soit E, E′ et F des ensembles. Alors :1. E × F = ∅⇐⇒ (E = ∅) ∨ (F = ∅) ;2. (E ∪ E′)× F = (E × F ) ∪ (E′ × F ) ;3. (E ∩ E′)× F = (E × F ) ∩ (E′ × F ) ;



1.3 Appli
ations 131.2.2.5 Ensemble des parties d'un ensembleUne partie d'un ensemble est un autre nom donné à un sous-ensemble. L'ensemble des parties d'unensemble E est don
 l'ensemble de tous les sous-ensembles de E. On note P(E) 
et ensemble.Remarque 1.2.14 P(E) n'est jamais vide : il 
ontient toujours∅ et E. Par exemple, P(∅) = {∅}.Définition 1.2.15 Une partition de E est un sous-ensemble de P(E) dont les éléments sont dessous-ensembles non vides de E, deux à deux disjoints et d'union égale à E.Par exemple, une partition �nie, est un ensemble {A1, . . . , An} de sous-ensembles de E tels que :1. ∀i ∈ [[1, n]], Ei 6= ∅,2. ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, i 6= j =⇒ Ei ∩ Ej = ∅,3. E1 ∪ · · · ∪En = E.1.2.3 Lien ave
 les 
onne
teurs logiques.Bien avoir à l'esprit la 
orrespondan
e entre opérations ensemblistes et 
onne
teurs logiques :
∪ ≡ ∨ x ∈ A ∪B ⇐⇒ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)

∩ ≡ ∧ x ∈ A ∩B ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)

∁ ≡ ¬ si x ∈ A,
(
x ∈ ∁AB ⇐⇒ ¬(x ∈ B)

)

⊂ ≡ =⇒ A ⊂ B ⇐⇒ (∀x, x ∈ A =⇒ x ∈ B),

= ≡ ⇐⇒ A = B ⇐⇒ (∀x, x ∈ A⇐⇒ x ∈ B).1.3 Appli
ationsDéfinition 1.3.1 Une appli
ation f est la donnée d'un sous-ensemble G de E × F (don
 unerelation) tel que :
∀x ∈ E, ∃!y ∈ F, (x, y) ∈ G.Ainsi, tout point x de E a une unique image y. Cette image est notée f(x).Définition 1.3.2 Soit E et F deux ensembles, et f : E −→ F une appli
ation de E vers F .1. L'image de f est l'ensemble Im(f) = {y ∈ F | ∃x ∈ E, f(x) = y}.C'est l'ensemble des points de F qui sont images d'un 
ertain point x.2. Soit E′ ⊂ E un sous-ensemble de E. L'image dire
te de E′ est l'ensemble : f(E′) = {y ∈

F | ∃x ∈ E′, f(x) = y.}. C'est l'ensemble des valeurs qui sont images d'un x de E′.3. L'appli
ation � image dire
te �, notée f̂ (parfois f lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté) est l'ap-pli
ation de P(E) dans P(F ) qui à tout sous-ensemble E′ de E asso
ie son image dire
te
f(E′) ⊂ F .4. Soit F ′ ⊂ F un sous-ensemble de F . L'image ré
iproque de F ′ est l'ensemble : f−1(F ′) =

{x ∈ E | f(x) ∈ F ′}. C'est l'ensemble des éléments s'envoyant dans F ′.5. L'appli
ation � image ré
iproque �, notée f̂−1 (parfois f−1 lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté)est l'appli
ation de P(F ) dans P(E) qui à tout sous-ensemble F ′ de F asso
ie son imageré
iproque f−1(E′) ⊂ E.



14 Chapitre 1. Fondements des mathématiquesRemarque 1.3.3 Les appli
ations f̂ et f̂−1 prennent en argument des ensembles, et renvoientdes ensembles. Pour alléger les notations, on s'autorise à é
rire f−1(y) pour f−1({y}). Il faut être
ons
ient de l'abus de notation que l'on fait en é
rivant 
ela. Il ne faut pas 
onfondre f̂−1 ave
 lafon
tion ré
iproque f−1, qui n'existe que si f est bije
tive (
f plus bas), et qui est dé�nie de Fdans E, et non sur des ensembles.Notation 1.3.4 On note F(E, F ), ou en
ore FE l'ensemble des appli
ations de E dans F .Définition 1.3.5 Soit E et F deux ensembles, et soit E′ ⊂ E et F ′ ⊂ F .1. Soit f : E −→ F et g : E′ −→ F . Si pour tout x ∈ E′, f(x) = g(x) ( i.e. f et g 
oin
identsur E′, on dit que g est la restri
tion de f à E′ (une telle restri
tion est unique), et on lanote g = f |E′ . On dit que f est un prolongement de G (non unique !)2. soit f : E −→ F et g : E −→ F ′. Si pour tout x ∈ E, f(x) = g(x), alors on dit que g est la
orestri
tion de f à F ′. Si elle existe, la 
orestri
tion est unique. Elle existe si et seulementsi Im(f) ⊂ F ′.Définition 1.3.6 Soit f : E −→ F et g : F −→ G deux appli
ations. La 
omposée de f et g estla fon
tion g ◦ f : E −→ G dé�nie pour tout x ∈ E par g ◦ f(x) = g(f(x)).Exemples 1.3.7 1. Appli
ation identique (identité)2. Soit E ⊂ F . L'inje
tion 
anonique i : E → F .3. Soit E ⊂ F . La fon
tion 
ara
téristique de E dans F , χ : F → {0, 1}.4. La proje
tion 
anonique pE : E × F → E.1.3.1 Inje
tivité, surje
tivité, bije
tivitéDéfinition 1.3.8 Une appli
ation f : E −→ F est dite inje
tive si une des propositions équiva-lentes suivantes est véri�ée :1. tout élément de F admet au plus un anté
édent par f ;2. ∀y ∈ F, Card(f−1(y)) 6 1,3. ∀(x, y) ∈ E2, x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y),4. ∀(x, y) ∈ E2, f(x) = f(y) =⇒ x = y.Définition 1.3.9 Une appli
ation f : E −→ F est dite surje
tive si une des propositions équiva-lentes suivantes est véri�ée :1. tout élément de F admet au moins un anté
édent par f ;2. ∀y ∈ F, Card(f−1(y)) > 1 ;3. ∀y ∈ F, ∃x ∈ E, f(x) = y ;4. Im(f) = F .Définition 1.3.10 Une appli
ation f : E −→ F est dite bije
tive si elle est à la fois inje
tive etsurje
tive.Exemples 1.3.11 1. Soit E ⊂ F . L'inje
tion i : E → F est inje
tive !



1.3 Appli
ations 152. Soit E et F deux ensembles, F 6= ∅. La proje
tion pE : E × F → E est surje
tive.3. La fon
tion identité E → E est bije
tive.4. La fon
tion 
ara
téristique χE est surje
tive si et seulement si E 6= ∅ et E 6= F .Terminologie 1.3.12 Une bije
tion de E dans lui-même est appelée permutation de E. On note
SE l'ensemble des permutations de E. Si E = {1, . . . , n}, on note Sn au lieu de SE. L'ensemble
Sn est appelé n-ième groupe symétrique.Proposition 1.3.13 Soit f : E −→ F et g : F −→ G deux appli
ations. Alors :1. si f et g sont inje
tive, alors g ◦ f aussi ;2. si f et g sont surje
tives, alors g ◦ f aussi ;3. si f et g sont bije
tives, alors g ◦ f aussi ;Proposition 1.3.14 Soit f : E −→ F et g : F −→ G deux appli
ations. Alors :1. Si g ◦ f est inje
tif, f est inje
tif ;2. Si g ◦ f est surje
tif, g est surje
tive ;Théorème 1.3.15 Soit f : E −→ F une appli
ation. Alors f est bije
tive si et seulement s'ilexiste une appli
ation g : F → E telle que g ◦ f = idE et f ◦ g = idF . La fon
tion g est appeléeré
iproque de f , et notée f−1. À ne pas 
onfondre ave
 l'appli
ation image ré
iproque !Remarque 1.3.16 La ré
iproque du théorème est une appli
ation immédiate de la propositionpré
édente. Si une telle appli
ation g existe, 
omme idF (don
 g◦f) est surje
tive, g est surje
tive ;
omme idG (don
 f ◦ g)) est inje
tive, f est inje
tive.1.3.2 FamillesDéfinition 1.3.17 Soit E et I deux ensembles. Une famille d'éléments de E indexée par I estune appli
ation I −→ E. On utilise généralement une notation indi
ielle plut�t que fon
tionnelle :
(ai)i∈I plut�t que i 7→ a(i).Remarque 1.3.18 Ne pas 
onfondre (ai)i∈I qui désigne la fon
tion a, et ai qui désigne l'imagede i par a (même distin
tion qu'entre f et f(x) : attention à la réda
tion).Exemple 1.3.19 Une suite (un)n∈N est une famille indexée par N.Définition 1.3.20 Une sous-famille de (ai)i∈I est une famille (ai)i∈J , où J ⊂ I.À mettre en rapport ave
 la notion de suite extraite, dans le 
as où I = N :Définition 1.3.21 Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites. On dit que (vn)n∈N est une suite extraitede (un)n∈N s'il existe une appli
ation stri
tement 
roissante ϕ : N −→ N telle que pour tout n ∈ N,
vn = uϕ(n).On dit qu'une famille (ai)i∈I est �nie si I est un ensemble �ni.Constru
tions dans le 
as de familles �nies
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• Familles de réels ou de 
omplexes :∑

i∈I

ai,∏
i∈I

ai.
• Familles d'ensembles : ⋂

i∈I

Ai, ⋃
i∈I

Ai, ∏
i∈I

AiThéorème 1.3.22
(⋃

i∈I

Ai

)
∩


⋃

j∈J

Bj


 =

⋃

(i,j)∈I×J

(Ai ∩Bj);

(⋂

i∈I

Ai

)
∪


⋂

j∈J

Bj


 =

⋂

(i,j)∈I×J

(Ai ∪Bj)Théorème 1.3.23 F (E,
∏

i∈I

Ai

)
∼=
∏

i∈I

F(E, Ai).Remarque 1.3.24 Ces di�érents objets ne sont pas toujours bien dé�nis lorsque I n'est pas �ni(sommes in�nies : voir la notion de série).1.4 Relations1.4.1 Relations binairesDéfinition 1.4.1 Une relation binaire entre deux ensembles E et F est un sous-ensemble G de
E ×F . On dit que y ∈ Y est en relation ave
 x ∈ E si (x, y) ∈ G. On note souvent xRy, ou, pour
ertains types parti
uliers de relations, x ≡ y, ou x ∼ y, ou x 6 y...Définition 1.4.2 Soit R une relation entre E et lui-même (= relation sur E). On dit que :
• R est re�exive si pour tout x ∈ E, xRx ;
• R est symétrique si pour tout (x, y) ∈ E2, xRy =⇒ yRx ;
• R est antisymétrique si pour tout (x, y) ∈ E2, (xRy) ∧ (yRx) =⇒ (x = y) ;
• R est transitive si pour tout (x, y, z) ∈ E3, (xRy) ∧ (yRz) =⇒ (xRz).1.4.2 Relations d'équivalen
eDéfinition 1.4.3 Une relation d'équivalen
e sur E est une relation re�exive, symétrique et tran-sitive. On note souvent x ≡ y ou x ∼ y pour indiquer que x et y sont en relation.Exemple 1.4.4 1. Congruen
es modulo n : ≡[n] ;2. Appartenan
e à la même part d'une partition ;3. La relation dé�nissant Q sur Z × N∗ : (p, q) ≡Q (p′, q′) si et seulement pq′ = p′q (
es deux
ouples vont dé�nir le même rationnel).4. Conjugaison dans SnDéfinition 1.4.5 Soit R une relation d'équivalen
e sur E, et x ∈ E. La 
lasse d'équivalen
e de
x sous la relation R est le sous-ensemble Cx de E 
onstitué des éléments en relation ave
 x :

Cx = {y ∈ E | xRy}.Théorème 1.4.6 Soit E un ensemble, et R une relation d'équivalen
e sur E. L'ensemble des
lasses d'équivalen
e sous R forment une partition de E.



1.4 Relations 17Définition 1.4.7 L'ensemble des 
lasses sous la relation R s'appelle l'ensemble quotient de Epar R, et est noté E/R. C'est un sous-ensemble de P(E).Exemple 1.4.8 On dé�nit Z/nZ = Z/ ≡[n]. C'est un ensemble à n éléments.Exemple 1.4.9 On dé�nit Q 
omme étant le quotient (Z× N∗)/ ≡Q.1.4.3 Relations d'ordreDéfinition 1.4.10 Une relation d'ordre sur E est une relation re�exive, antisymétrique et tran-sitive. On note souvent x 6 y pour indiquer que y est en relation ave
 x. Les é
ritures x 6 y et
y > x sont équivalentes. On note x < y pour (x 6 y) ∧ (x 6= y).Exemple 1.4.11 1. sur N, ou sur R : l'ordre habituel ;2. sur N∗ : la relation de divisibilité x | y ;3. sur N× · · · × N : l'ordre lexi
ographique ;4. sur P(E) : l'in
lusion A ⊂ B ;5. et
.Définition 1.4.12 Soit (E, 6) un ensemble muni d'une relation d'ordre.1. Un élément m de E est appelé plus petit élément de E (ou élément minimum) si : ∀m′ ∈

E, m 6 m′.2. Un élément M de E est appelé plus grand élément de E (ou élément maximum) si : ∀m′ ∈
E, M > m′.Proposition 1.4.13 S'il existe, le plus petit élément de E est unique. De même pour le plusgrand élément.Définition 1.4.14 Soit (E, 6) un ensemble muni d'une relation d'ordre. Soit A ⊂ E.1. Un minorant m de A est un élément m ∈ E tel que : ∀a ∈ A, a > m2. Un majorant M de A est un élément M ∈ E tel que : ∀a ∈ A, a 6 MDéfinition 1.4.15 Soit (E, 6), et soit A ⊂ E.1. La borne inférieure de A dans E, notée inf

x∈A
E x ou inf

x∈A
x ou inf A est le plus grand desminorants de A, s'il existe.2. La borne supérieure de A dans E, notée sup

x∈A
E x ou sup

x∈A

x ou sup A est le plus petit desmajorants de A, s'il existe.Exemple 1.4.16 Propriété fondamentale de R : Tout sous-ensemble non vide majoré de Radmet une borne supérieure. Cette propriété soit doit être prise 
omme axiome pour la 
onstru
tionde R, soit dé
oule immédiatement d'axiomes équivalents (il y a plusieurs façons équivalentes de
onstruire R, en imposant dans le 
ahier des 
harges des propriétés di�érentes)Remarque 1.4.17 Attention à l'ensemble dans lequel on 
onsidère la borne supérieure.



18 Chapitre 1. Fondements des mathématiquesThéorème 1.4.18 (Cara
térisation de la borne supérieure) Pour que b soit la borne supérieurede A dans E, il faut et il su�t que :1. ∀a ∈ A, a 6 b ( i.e. b est un majorant de A) ;2. ∀c ∈ E, c < b =⇒ (∃a ∈ A, a > c) ( i.e. b est le plus petit des majorants)Énon
é similaire pour la borne inférieure.Dans R, on exprime souvent la deuxième 
ondition sous la forme suivante :
∀ε > 0, ∃x ∈ A, b− ε < x 6 b.Proposition 1.4.19 Soit (E, 6), et A ⊂ E. A admet un maximum M (plus grand élément) si etseulement si A admet une borne supérieure b et si b ∈ A. Dans 
e 
as M = b. Énon
é similairepour le minimum.Exemple 1.4.20 Propriété fondamentale de N : Toute partie non vide de N admet minimum.Toute partie non vide majorée de N admet un maximum.Le prin
ipe de ré
urren
e est une 
onséquen
e de la propriété fondamentale de N.



Chapitre 2Polyn�mes et nombres 
omplexesLe but de 
e 
hapitre est d'étudier les fon
tions polynomiales x 7→ adx
d + · · ·+ a1x + a0. On s'in-teresse notamment aux propriétés arithmétiques (produit, somme, divisibilité...) et aux propriétésanalytiques (ra
ines, dérivation...)On se pla
era dans un 
adre plus formel dans le but notamment de généraliser des 
onstru
tionsa priori uniquement valables pour des polyn�mes à 
oe�
ients réels (
omme la dérivation) à despolyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes.Nous étudions dans un premier temps uniquement les polyn�mes à 
oe�
ients réels. En e�et,nous motivons l'introdu
tion des nombres 
omplexes par l'étude des ra
ines des polyn�mes à
oe�
ients dans R. Après une étude sommaire des nombres 
omplexes et de leur appli
ation àla trigonométrie, on pré
ise les spé
i�
ités des polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes, sa
hant quetoutes les règles énon
ées dans la première partie sur les polyn�mes réels sont aussi vraies pourles polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes.2.1 Polyn�mes à 
oe�
ients réelsToute 
ette se
tion se généralise sans problème aux polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes.2.1.1 Polyn�mes formels, opérations arithmétiquesRemarque 2.1.1 Une fon
tion polynomiale est entièrement déterminée par la suite de ses 
oef-�
ients. Les di�érentes 
onstru
tions telles la somme, le produit, la dérivation, peuvent s'é
rireuniquement sur les 
oe�
ients. Cela motive la dé�nition suivante.Définition 2.1.2 Un polyn�me formel P à 
oe�
ients dans R est une suite de réels (an)n∈N,nulle à partir d'un 
ertain rang.Le réel ak est appelé k-ième 
oe�
ient de P , ou 
oe�
ient du mon�me de degré k de P .L'ensemble des polyn�mes (formels) à 
oe�
ients réels est noté R[X ].Opérations arithmétiquesDéfinition 2.1.3 La somme de deux polyn�mes P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N est la suite P +Q =

(an + bn)n∈N, qui est nulle bien à partir d'un 
ertain rang.Définition 2.1.4 Le produit de P = (an)n∈N par le s
alaire λ ∈ R est λP = (λan)n∈N.



20 Chapitre 2. Polyn�mes et nombres 
omplexesDéfinition 2.1.5 Soit P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N deux polyn�mes. Soit pour tout n ∈ N,
cn =

n∑
k=0

akbn−k. Alors (cn)n∈N est un polyn�me. On dé�nit alors PQ = (cn)n∈N.Proposition 2.1.6 Soit P , Q, R trois polyn�mes. Alors P (Q + R) = PQ + RQ.Définition 2.1.7 On dé�nit le polyn�me X = (0, 1, 0, 0, . . .).Proposition 2.1.8 Pour tout n ∈ N, on a Xn = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .), le 1 étant au rang n.Corollaire 2.1.9 Soit P = (an)n∈N un polyn�me. Alors P =
+∞∑
k=0

akXk, 
ette somme ayant unsens puisqu'elle est en fait �nie, les ak étant nuls à partir d'un 
ertain rang.On adopte désormais 
ette notation.2.1.2 DérivationDéfinition 2.1.10 Soit P =
d∑

k=0

akXk un polyn�me. Le polyn�me dérivé est :
P ′ =

d∑
k=1

kakXk−1.Proposition 2.1.11 Soit P , Q deux polyn�mes, λ un réel.1. (P + Q)′ = P ′ + Q′.2. (λP )′ = λP ′.Proposition 2.1.12 1. Soit P et Q deux polyn�mes. Alors (PQ)′ = P ′Q + PQ′.2. Soit P1, . . . , Pn des polyn�mes. Alors (P1 · · ·Pn)′ =
n∑

i=1

P1 · · ·Pi−1P
′
iPi+1 · · ·Pn.3. (Formule de Leibniz) Soit P et Q deux polyn�mes. Alors P (n) =

n∑
k=0

(
n
k

)
P (k)Q(n−k).Remarque 2.1.13 Ces propriétés sont obtenues de manière entièrement formelle, et sans au-
une utilisation de la dé�nition analytique de la dérivation. Ainsi, elles sont vraies aussi pour lespolyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes.2.1.3 Degré et valuationDéfinition 2.1.14 Soit P = (an)n∈N un polyn�me.1. Le degré de P est deg(P ) = max{n ∈ N | an 6= 0}.Si P est non nul, 
et ensemble est non vide, et majoré. Ainsi, deg(P ) ∈ N.Si P = 0, par 
onvention, deg(P ) = −∞.2. La valuation de P est val(P ) = min{n ∈ N | an 6= 0}.Si P est non nul, 
et ensemble est non vide, et minoré. Ainsi, val(P ) ∈ N.Si P = 0, par 
onvention, val(P ) = +∞.Proposition 2.1.15 Soit P et Q deux polyn�mes de R[X ]. Alors :



2.1 Polyn�mes à 
oeffi
ients réels 211. deg(P + Q) 6 max(deg P, deg Q).Si deg P 6= deg Q, alors deg(P + Q) = max(deg P, deg Q).2. Si λ 6= 0, deg λP = deg P .3. Si P et Q sont non nuls, deg(PQ) = deg P + deg Q.4. Si deg P > 0 ( i.e. P n'est pas 
onstant), alors deg P ′ = deg P − 1.Proposition 2.1.16 Soit P et Q deux polyn�mes de R[X ]. Alors :1. val(P + Q) > min(deg P, deg Q).Si valP 6= valQ, alors val(P + Q) = min(deg P, deg Q).2. Si λ 6= 0, valλP = valP .3. Si P et Q sont non nuls, val(PQ) = valP + valQ.4. Si valP > 0, alors valP ′ = valP − 1.2.1.4 Évaluation, ra
inesSoit l'appli
ation
ϕ : R[X ] −→ {fon
tions polynomiales de R dans R}

P =
d∑

k=0

akXk 7−→
(

P̃ : x 7→
d∑

k=0

akxk

)
.Théorème 2.1.17 L'appli
ation ϕ est une bije
tion.Remarque 2.1.18 Ce n'est pas le 
as pour les polyn�mes à 
oe�
ients dans d'autres � 
orps �que R, par exemple F2 = {0, 1}.Les dé�nitions des diverses 
onstru
tions dans R[X ] amènent dire
tement :Proposition 2.1.19 Pour tous polyn�mes P , Q de R[X ], et tout λ ∈ R,

P̃ + Q = P̃ + Q̃; P̃Q = P̃ · Q̃; λ̃P = λP̃ ; P̃ ′ = P̃ ′.Autrement dit, les opérations dé�nies formellement 
oïn
ident ave
 les opérations sur les fon
tionspolynomiales.Définition 2.1.20 1. Soit P ∈ R[X ] et a ∈ R. L'évaluation de P en a est P̃ (a). On notesouvent simplement P (a) pour P̃ (a).2. On dit que r ∈ R est ra
ine du polyn�me P si P (r) = 0.Algorithme de HörnerIl est basé sur la fa
torisation : d∑
k=0

akxk = a0 + x(a1 + x(a2 + · · ·+ x(ad−1 + xad))).Ainsi, si les 
oe�
ients de P sont sto
kés dans un tableau P (dé�ni 
omme un type polynome), onobtient l'algorithme d'évaluation suivant, qui est linéaire :fun
tion evaluation (P:polynome;d:integer; a:real):real;var k:integer;Pa:real;



22 Chapitre 2. Polyn�mes et nombres 
omplexesbeginPa:=P[d℄; {initialisation}for k:=d-1 downto 0 doPa:=P[k℄ + x*Pa;evaluation:=Pa;end;2.1.5 Division eu
lidienneThéorème 2.1.21 Soit A et B deux polyn�mes de R[X ], B 6= 0. Alors il existe un unique 
ouple
(Q, R) ∈ R[X ]2 tel que :

A = BQ + R et deg R < deg B.Définition 2.1.22 Q est appelé quotient de la division eu
lidienne de A par B ;
R est appelé reste de la division eu
lidienne de A par B.Algorithme de division eu
lidienneSoit d et d′ les degrés de A et B. Si d < d′, alors Q = 0 et R = A 
onviennent.Si d > d′, on 
ommen
e par trouver λ ∈ R et α ∈ N tels que deg(A− λXα) < deg(A). Il su�t deprendre λ = a

b
et α = d− d′, où a et b sont les 
oe�
ients dominants de A et B. On re
ommen
eensuite en remplaçant A par A − λXα jusqu'à obtenir un degré stri
tement plus petit que 
eluide B.On implémente 
et algorithme. On suppose qu'on dispose de fon
tions e�e
tuant la somme depolyn�mes et la multipli
ation par un s
alaire, et on se permet de noter 
es opérations à l'aide dessignes d'opération habituels (
e qui n'est syntaxiquement pas tout à fait 
orre
t)pro
edure DE(A,B:polynome; dA,dB:integer; var Q,R:polynome; dQ,dR:integer);var k:integer;beginfor k:=dA downto dB dobeginQ[k-dB℄:= A[k℄/B[dB℄;A:=A- (A[k℄/B[dB℄)*B;end;R:=A;dQ:=dA-dB;dR:=dB-1;end;2.1.6 Divisibilité et ra
inesDéfinition 2.1.23 Soit A, B ∈ R[X ], B 6= 0. On dit que B divise A (ou A divisible par B) s'ilexiste Q tel que A = BQ, autrement dit si le reste de la division eu
lidienne de A par B est 0.Proposition 2.1.24 Si B divise A, alors deg(B) 6 deg(A).Théorème 2.1.25 Soit r ∈ R. Alors r est ra
ine de P si et seulement si X − r divise P .



2.2 Nombres 
omplexes 23Définition 2.1.26 On dit que r est ra
ine d'ordre de multipli
ité k ∈ N∗ si et seulement si
(X − r)k divise P mais pas (X − r)k+1. Autrement dit il existe Q ∈ R[X ] tel que P = (X − r)kQ,ave
 Q(r) 6= 0.Lemme 2.1.27 Soit P ∈ R[X ] et r ∈ R. Si r est ra
ine d'ordre k de P , alors r est ra
ine d'ordre
k − 1 de P ′.Théorème 2.1.28 Soit P ∈ R[X ] et r ∈ R. Le réel r est ra
ine d'ordre k de P si et seulementsi : P (r) = P ′(r) = · · · = P (k−1)(r) = 0 et P (k)(r) 6= 0.Lemme 2.1.29 Soit r1 et r2 deux ra
ines distin
tes de P de multipli
ité α1 et α2. Alors il existeun polyn�me Q tel que P = (X − r1)

α1Q, et r2 est ra
ine de multipli
ité α2 de Q.Théorème 2.1.30 Soit P ∈ R[X ], et r1, . . . , rk des ra
ines deux à deux distin
tes de P , demultipli
ités respe
tives α1, . . . , αk. Alors (X − r1)
α1 · · · (X − rk)αk divise P .Corollaire 2.1.31 Soit P ∈ R[X ] de degré n. Alors P admet au plus n ra
ines (
omptées ave
multipli
ité).Corollaire 2.1.32 Soit P un polyn�me de degré au plus n. Alors, si P admet stri
tement plusde n ra
ines, P = 0.2.2 Nombres 
omplexes2.2.1 De l'existen
e des ra
ines d'un polyn�me

C est dé�ni 
omme le plus petit ensemble 
ontenant R, muni d'une addition et d'une multipli
ationayant les mêmes propriétés que 
elles de R (
'est 
e qu'on appelle un sur-
orps) et dans lequeltout polyn�me non 
onstant admet une ra
ine. On dit que C est la 
l�ture algébrique de R. Lapropriété fondamentale de C est don
 :Théorème 2.2.1 (d'Alembert-Gauss) Tout polyn�me non 
onstant de C[X ] admet au moins unera
ine.Corollaire 2.2.2 Tout polyn�me de C[X ] de degré n admet exa
tement n ra
ines, 
omptéesave
 multipli
ité.Définition 2.2.3 On dit que P ∈ K[X ] est s
indé (K= R ou C) s'il existe des 
omplexes (nonfor
ément deux à deux distints) λ et r1, . . . , rn tels que : P = λ(X − r1) · · · (X − rn).Corollaire 2.2.4 Tout polyn�me de C[X ] est s
indé.Définition 2.2.5 On dé�nit i 
omme une ra
ine du polyn�me X2 + 1. Une telle ra
ine existed'après le théorème de d'Alembert-Gauss.Théorème 2.2.6 (admis) L'appli
ation de R2 dans C dé�nie par (x, y) 7→ x+i y est une bije
tion.



24 Chapitre 2. Polyn�mes et nombres 
omplexes2.2.2 Propriétés arithmétiques des nombres 
omplexesPropriété 2.2.7 Soit z, z′ ∈ C, z = a + i b et z′ = a′ + i b′. Alors :1. z + z′ = (a + a′) + i(b + b′) ;2. zz′ = (aa′ − bb′) + i(ab′ + a′b) ;3. Si (a, b) 6= 0, alors z et inversible, et z−1 = a−i b
a2+b2

.Définition 2.2.8 Soit z = a + i b un nombre 
omplexe. On dé�nit :1. le 
onjugué de z par z = a− i b ;2. le module de z par |z| = √a2 + b2.Propriété 2.2.9 Soit z et z′ deux nombres 
omplexes. Alors :1. z = z ;2. z = z ⇐⇒ z ∈ R ;3. z = −z ⇐⇒ z imaginaire pur ;4. Re(z) = z+z
2 et Im(z) = z−z

2 i ;5. z + z′ = z + z′ et zz′ = z · z′ ;6. |z|2 = z · z.Propriété 2.2.10 Soit z et z′ deux nombres 
omplexes. Alors :1. z = 0⇐⇒ |z| = 0 ;2. |zz′| = |z| · |z′| et ∣∣ z
z′

∣∣ = |z|
|z′| ;3. |Rez| 6 |z| et | Im z| 6 |z| ;4. |z + z′| 6 |z|+ |z′| (inégalité triangulaire).



2.2 Nombres 
omplexes 252.2.3 Rappel : formules trigonométriquesNous rappelons i
i les prin
ipales formules trigonométriques. Soit a, b, p, q, θ des réels :
cos2 a + sin2 a = 1

sin(a + b) = sin a cos b + sin b cosa

sin(a− b) = sin a cos b− sin b cosa

cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b

cos(a− b) = cos a cos b + sin a sin b

tan(a + b) = tan a+tan b
1−tan a tan b

tan(a− b) = tan a−tan b
1+tan a tan b

sin 2a = 2 sina cos a

cos 2a = cos2 a−sin2 a = 1−2 sin2 a = 2 cos2 a−1.
tan 2a = 2 tan a

1−tan2 a

cos2 a =
1 + cos 2a

2

sin2 a =
1− cos 2a

2

sin a sin b = 1
2 [cos(a− b)− cos(a + b)]

cos a cos b = 1
2 [cos(a− b) + cos(a + b)]

sin a cos b = 1
2 [sin(a + b) + sin(a− b)]

sin p + sin q = 2 sin p+q
2 cos p−q

2

sin p− sin q = 2 cos p+q
2 sin p−q

2

cos p + cos q = 2 cos p+q
2 cos p−q

2

cos p− cos q = −2 sin p+q
2 sin p−q

2

cos θ = 1−t2

1+t2
, où t = tan θ

2

sin θ = 2t
1+t2

tan θ = 2t
1−t2

.
2.2.4 L'exponentielle 
omplexeDéfinition 2.2.11 On dé�nit l'exponentielle 
omplexe pour tout θ ∈ R par :

ei θ = cos θ + i sin θ.Lemme 2.2.12 Soit a et b deux réels tels que a2 + b2 = 1. Alors il existe un unique θ ∈ [0, 2π[ telque a = cos θ et b = sin θ.Proposition 2.2.13 Soit z ∈ C∗. Il existe un unique réel stri
tement positif r ∈ R∗
+ et un unique

θ ∈ [0, 2π[ tel que z = rei θ.Le reél r est le module de z, et θ est appelé argument prin
ipal de z.Théorème 2.2.14 Pour tout (θ, θ′) ∈ R2, ei(θ+θ′) = ei θei θ′ .Corollaire 2.2.15 (Formule de Moivre) Pour tout θ ∈ R et n ∈ N :
ei nθ = (ei θ)n soit: cos(nθ) + i sin(nθ) = (cos θ + i sin θ)n.Corollaire 2.2.16 Soit z = rei θ. Alors z = re− i θ.Théorème 2.2.17 (admis provisoirement) Soit x ∈ R. Alors :

ei x =

+∞∑

n=0

(i x)n

n!
=

∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
+ i

+∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
.
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omplexesCorollaire 2.2.18 On en déduit les développements de cos et sin :
∀x ∈ R, cosx =

+∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
et sinx =

+∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
.2.2.5 Ra
ines de l'unité, ra
ines d'un 
omplexeDéfinition 2.2.19 Soit n ∈ N∗ et z ∈ C. Une ra
ine n-ième de z est une ra
ine (
omplexe) dupolyn�me Xn − z.Une ra
ine n-ième de l'unité est une ra
ine n-ième de 1.Soit P = Xn − z. Puisque la seule ra
ine de P ′ est 0, les ra
ines de P sont simples, et d'après lethéorème de d'Alembert-Gauss, on obtient :Proposition 2.2.20 Tout nombre 
omplexe z admet exa
tement n ra
ines n-ièmes deux à deuxdistin
tes.Proposition 2.2.21 Les ra
ines n-ièmes de l'unité sont {ω0, . . . , ωn−1} où :

∀k ∈ [[0, n− 1]], ωk = ei 2πk

n .Proposition 2.2.22 Soit z un nombre 
omplexe et z0 une ra
ine n-ième parti
ulière de z. Alorsles n ra
ines n-ièmes de z sont les nombres 
omplexes z0ωk, k ∈ [[0, n− 1]].Si z = rei θ, r ∈ R∗
+, θ ∈ R, une ra
ine n-ième parti
ulière est par exemple : z0 = n

√
r · ei θ

n .Proposition 2.2.23 Soit k ∈ [[1, n− 1]]. Alors n−1∑
i=0

ωi
k = 0.En parti
ulier, puisque pour tout k ∈ [[0, n]], ωk = ωk

1 , on obtient :Corollaire 2.2.24 n−1∑
k=0

ωk = 0.2.3 Appli
ation à la trigonométrie2.3.1 Formule d'Euler, formules trigonométriquesDe la dé�nition des exponentielles 
omplexes, on déduit immédiatement les formules d'Euler :Proposition 2.3.1 Pour tout θ ∈ R, cos θ =
ei θ + e− i θ

2
et sin θ =

ei θ − e− i θ

2 i
.Ces formules permettent de passer d'un 
osinus ou sinus à une exponentielle, don
 à une objetgéométrique, pour lequel les 
al
uls sont plus aisés.Elles permettent par exemple de retrouver 
ertaines formules trigonométriques, par exemple

cos a cos b = 1
2 (cos(a + b) + cos(a− b)).



2.3 Appli
ation à la trigonométrie 272.3.2 Symétrisation d'une somme de 
omplexes de même modulePour mettre sous forme trigonométrique une somme de deux nombres 
omplexes de même mo-dule donnés sous forme trigonométrique (et don
 pour déterminer ensuite les parties réelles etimaginaires), on a tout intérêt à utiliser le prin
ipe de symétrisation des arguments. Par exemple :
rei a + rei b = r(ei a + ei b) = rei a+b

2

(
ei a−b

2 + e− i a−b

2

)
= 2rei a+b

2 cos
a− b

2
.Ainsi, Re(rei a + rei b) = 2r cos a+b

2 cos a−b
2 , et Im(rei a + rei b) = 2r sin a+b

2 cos a−b
2 .On a don
 tout intérêt à utiliser 
ette symétrisation plut�t que de se lan
er dans des 
al
ulsutilisant des fomules trigonométriques. Par exemple :

1 + cos θ + i sin θ = 1 + ei θ = ei θ

2 (e− i θ

2 + ei θ

2 ) = 2 cos
θ

2
· ei θ

2 .2.3.3 Linéarisation ; polyn�mes de T
heby
hevOn s'intéresse i
i à la façon d'exprimer cosn θ ou sinn θ en fon
tion de cos(kθ) et sin(kθ), k ∈ N(linéarisation), et inversement.On s'o

upe dans un premier temps de la linéarisation. Le prin
ipe général 
onsiste à utiliser laformule de Moivre et la formule du bin�me. Nous présentons 
e 
al
ul sur deux exemples. Soit
θ ∈ R.

cos4 θ =

(
ei θ + e− i θ

2

)4

=
1

24

(
ei 4θ + 4ei 2θ + 6 + 4ei−2θ + e− i 4θ

)

=
1

24

(
(ei 4θ + e− i 4θ) + 4(ei 2θ + e− i 2θ) + 6

)

=
cos(4θ)

8
+

cos(2θ)

2
+

3

8
.Pour le deuxième exemple, on linéarise sin5 θ :

sin5 θ =

(
ei θ − e− i θ

2 i

)5

=
1

25 i

(
ei 5θ − 5ei 3θ + 10ei θ − 10e− i θ + 5e− i 3θ + e− i 5θ

)

=
1

25 i

(
(ei 5θ − e− i 5θ)− 5(ei 3θ − e− i 2θ) + 10(ei θ − e− i θ)

)

=
1

24
(sin(5θ)− 5 sin(3θ) + 10 sin θ)Inversement, on peut exprimer cos(nθ) en un polyn�me en cos θ (polyn�me de T
heby
hev, 
f DM),et de même pour sin(nθ). On va donner en exemple le 
as de cos(5θ) et sin(5θ), pour illustrer laméthode. On utilise la formule de Moivre et la formule du bin�me :

cos(5θ) + i sin(5θ) = (cos θ + i sin θ)5

= cos5 θ + 5 i cos4 θ sin θ − 10 cos3 θ sin2 θ − 10 i cos2 θ sin3 θ + 5 cos θ sin4 θ + i sin5 θ

= cos5 θ − 10 cos3 θ sin2 θ + 5 cos θ sin4 θ + i(5 cos4 θ sin θ − 10 cos2 θ sin3 θ + sin5 θ)Ainsi :
cos(5θ) = cos5 θ − 10 cos3 θ sin2 θ + 5 cos θ sin4 θ

= cos5 θ − 10 cos3 θ(1 − cos2 θ) + 5 cos θ(1 − cos2 θ)2

= 16 cos5 θ − 20 cos3 θ + 5 cos θ,et une expression similaire pour sin(5θ), soit en un polyn�me en sin(θ), soit en un produit de sin θet d'un polyn�me en cos(θ).



28 Chapitre 2. Polyn�mes et nombres 
omplexes2.3.4 Cal
ul de sommes de 
osinus ou de sinusPour 
al
uler des sommes de 
osinus ou sinus, on a tout intérêt à introduire des exponentielles
omplexes, 
'est-à-dire à voir cos a 
omme la partie réelle de ei a. Par exemple, soit a et b deuxréels, et soit :
C = cos a + cos(a + b) + cos(a + 2b) + · · ·+ cos(a + nb) =

n∑

k=0

cos(a + kb).Alors :
C = Re

(
n∑

k=0

ei(a+kb)

)
= Re

(
ei a

n∑

k=0

ei kb

)

= Re

(
ei a · 1− ei b(n+1)

1− ei b

)

= Re

(
ei aei bn

2 · e
− i b n+1

2 − ei b n+1

2

e− i b

2 − ei b

2

)

= Re

(
ei(a+ bn

2
) · sin

(
n+1

2 · b
)

sin b
2

)
= cos

(
a +

bn

2

)
· sin

(
n+1

2 · b
)

sin b
2

.Remarquez qu'on a exploité dans 
e 
al
ul le prin
ipe de symétrie énon
é plus haut.2.4 Spé
i�
ités des polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexesLes résultats énon
és dans la première partie de 
e 
hapitre pour les polyn�mes à 
oe�
ients réelssont aussi valables pour les polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes. Il est 
ertaines spé
i�
ités despolyn�mes de C[X ] que nous donnons 
i-dessous. En appli
ation, on trouve 
ertaines propriétésde fa
torisation des polyn�mes à 
oe�
ients réels.2.4.1 Autour du théorème de d'Alembert-GaussNous rappelons le résultat essentiel dé
oulant immédiatement de la dé�nition de C :Théorème 2.4.1 (d'Alembert-Gauss). Tout polyn�me P de C[X ] admet au moins une ra
inedans C.Corollaire 2.4.2 Tout polyn�me de C[X ] est s
indé.Définition 2.4.3 Soit K = R ou C. On dit que P ∈ K[X ] est irrédu
tible si et seulement si Pn'est pas 
onstant et P n'est divisible par au
un polyn�me autre qu'un polyn�me 
onstant ou que
λP , λ ∈ C∗. Ainsi, P ne se fa
torise pas non trivialement.On déduit immédiatement du théorème de d'Alembert-Gauss que :Corollaire 2.4.4 Dans C[X ], les seuls polyn�mes irrédu
tibles sont les polyn�mes de degré 1,
'est-à-dire aX + b, a 6= 0.



2.4 Spé
ifi
ités des polyn�mes à 
oeffi
ients 
omplexes 292.4.2 Ra
ines 
omplexes des polyn�mes réelsD'après le théorème de d'Alembert-Gauss, tout polyn�me à 
oe�
ients réels admet exa
tement nra
ines 
omplexes, 
omptées ave
 multipli
ité.Proposition 2.4.5 Soit P ∈ R[X ]. Soit z ∈ C. Si z est ra
ine de P de multipli
ité m, alors zest aussi ra
ine de P de multipli
ité m.Remarquez que 
ette proposition n'a de pertinen
e que si z 6∈ R. Dans le 
as 
ontraire, z = z, etle résultat est évident.2.4.3 Appli
ation aux fa
torisations dans R[X]Théorème 2.4.6 Les polyn�mes irrédu
tibles de R[X ] sont les polyn�mes de degré 1 et les poly-n�mes de degré 2 de dis
riminant négatif. Ainsi, tout polyn�me P ∈ R[X ] peut être fa
torisé enproduit de polyn�mes de R[X ] de degré 1, ou de degré 2, de dis
riminant négatif.
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Chapitre 3Espa
es ve
toriels
3.1 Notion d'espa
e ve
toriel3.1.1 Dé�nitionDans tout 
e qui suit, K = R ou C.Définition 3.1.1 Soit E un ensemble. On dit que E est un espa
e ve
toriel sur K (en abrégé
K-ev) si E est muni de deux lois :
• une loi interne + : E × E −→ E qui à (x, y) asso
ie x + y ;
• une loi externe · : K× E −→ E qui à (λ, y) asso
ie λ · y ;telles que pour tous α1, α2, λ, µ dans K, tous x, x1, x2, x3 dans E :(i) (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3) (asso
iativité de +) ;(ii) il existe un élément neutre 0 = 0E pour +, véri�ant : ∀y ∈ E, 0 + y = y + 0 = y ;(iii) il existe un opposé −x de x, véri�ant : x + (−x) = (−x) + x = 0 ;(iv) x1 + x2 = x2 + x1 (
ommutativité de +) ;(v) (λµ)x = λ(µx) (asso
iativité de ·) ;(vi) 1 · x = x (
ompatibilité du neutre multipli
atif de K) ;(vii) λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 (distributivité de · sur la loi interne) ;(viii) (λ + µ)x = λx + µx (distributivité de · sur la somme de K).Propriétés 3.1.2 Soit E un K-ev. Pour tout x ∈ E :1. 0 · x = 0, 
'est-à-dire 0K · x = 0E ;2. λ · 0E = 0E3. (−1) · x = −x.Terminologie 3.1.3 • Les éléments de E sont appelés ve
teurs
• Les éléments de K sont appelés s
alaires
• Deux éléments x et y de E sont 
olinéaires s'il existe (λ, µ) ∈ K2 tels que (λ, µ) 6= (0, 0) et

λx + µy = 0.



32 Chapitre 3. Espa
es ve
toriels3.1.2 Un exemple important : espa
e de fon
tionsProposition 3.1.4 Soit F un ensemble quel
onque. Alors l'ensemble de fon
tions KF est unespa
e ve
toriel sur K.Proposition 3.1.5 Plus généralement, soit E un espa
e ve
toriel sur K et F un ensemble quel-
onque. Alors l'ensemble de fon
tions EF est un espa
e ve
toriel sur K.Exemples 3.1.6 1. K∅ = {0} ;2. K[[1,n]] = Kn ;3. KN l'ensemble des suites à valeurs dans K ;4. Kn[X ] l'espa
e des polyn�mes de degré au plus n ;5. C = R2 est un R-ev ;6. EE1

2 les appli
ations entre deux espa
es ve
toriels ;3.1.3 Sous-espa
es ve
torielsDéfinition 3.1.7 Soit E un espa
e ve
toriel sur K. Un sous-ensemble F ⊂ E de E est un sous-espa
e ve
toriel de E si les lois + et · de E laissent F stables, et induisent une stru
ture d'espa
eve
toriel sur F .Théorème 3.1.8 Un sous-ensemble F ⊂ E de E est un sev de E si et seulement si F est nonvide et :
∀x, y ∈ F 2, ∀λ ∈ K, λx + y ∈ F(F stable par 
ombinaison linéaire).Remarque 3.1.9 Si F véri�e les hypothèses 
i-dessus, alors, F étant un espa
e ve
toriel, O ∈ F .Ré
iproquement, si F ⊂ E, 0 ∈ F , et F stable par les lois de E, alors puisque 0 ∈ F , F est nonvide, et F satisfait en
ore les hypothèses 
i-dessus. Ainsi, on peut rempla
er l'hypothèse F 6= ∅par l'hypothèse 0 ∈ F .Exemples 3.1.10 1. R[X ] espa
e des polyn�mes2. C(R, R) ensemble des fon
tions 
ontinues ;3. Cn(R, R) ensemble des fon
tions de 
lasse Cn.3.2 Constru
tions3.2.1 Interse
tionProposition 3.2.1 Soit E et F deux sev d'un K-ev G. Alors E ∩ F est un sev de G.En revan
he, l'union de deux sev n'est en général pas un sev.



3.3 Familles de ve
teurs 333.2.2 ProduitProposition 3.2.2 Soit E1, . . . , En des espa
es ve
toriels sur le 
orps K. Alors le produit 
arté-sien E1 × · · · ×En est un espa
e ve
toriel sur K, muni des lois dé�nies par :
• ∀λ ∈ K, ∀(x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · ×En, λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, · · · , λxn) ;
• ∀(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ E1× · · ·×En, (x1, . . . , xn)+ (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).3.2.3 Somme, somme dire
teDéfinition 3.2.3 Soit G un K-ev, et E et F deux sev de G. Alors la somme de E +F est le pluspetit sous-espa
e ve
toriel de G (au sens de l'in
lusion), 
ontenant à la fois F et GProposition 3.2.4 (Peut être pris 
omme dé�nition) Soit G un K-ev, et E et F deux sev de G.Alors :

E + F = {x + y | x ∈ E, y ∈ F}.Plus généralement, la somme de n sev E1, . . . , En est :
n∑

i=1

Ei = E1 + · · ·+ En = {x1 + · · ·+ xn | x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En}.Définition 3.2.5 Soit E et F deux sev de G. On dit que la somme E + F est dire
te, et on note
E ⊕ F , si E ∩ F = {0}.Plus généralement, E1 + · · ·+ En est dire
te si E1 ⊕E2, puis (E1 + E2)⊕E3, et
. On note n⊕

i=1

Ei.Proposition 3.2.6 La somme E1 + · · ·+ En est dire
te si et seulement si pour tout k ∈ [[2, n]],
Fk ∩

∑

i<k

Fi = {0}.Proposition 3.2.7 La somme ∑Ei de sous-espa
es ve
toriels de E est dire
te si et seulementsi l'appli
ation 
i-dessous est inje
tive :
ϕ : E1 × · · · ×En −→ E

(x1, . . . , xn) 7−→ x1 + · · ·+ xn.Définition 3.2.8 Soit E un espa
e ve
toriel, et F et G deux sev de E. On dit que F et G sontsupplémentaires dans E si F ⊕G = E.Théorème 3.2.9 (admis) Soit E un espa
e ve
toriel quel
onque, et F un sev de E. Alors F admetau moins un supplémentaire G.Ce théorème sera démontré plus loin dans le 
as où E est de dimension �nie (seul 
as au pro-gramme).3.3 Familles de ve
teurs3.3.1 Combinaisons linéairesDans tout 
e qui suit, on a traité le 
as de familles quel
onques, qu'elles soient �nies ou in�nies.Le seul 
as au programme est le 
as de familles �nies.
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es ve
torielsSoit I un ensemble quel
onque.Définition 3.3.1 Soit (λi)i∈I une famille de s
alaires. On dit que 
ette famille est 
onstituée des
alaires presque tous nuls si seul un nombre �ni de 
es s
alaires est non nul.On remarquera que dans le seul 
as au programme (I �ni), toute famille de s
alaires (λi)i∈I véri�e
ette propriété, et il est don
 inutile de la pré
iser. Cette observation permet de simpli�er laréda
tion des théorèmes lorsqu'on se restreint à 
e 
as.Définition 3.3.2 Soit E un espa
e ve
toriel, et (xi)i∈I une famille de ve
teurs de E. Une 
om-binaison linéaire des xi, i ∈ I est un élément x ∈ E tel qu'il existe une famille (li)i∈I de s
alairespresque tous nuls tels que :
x =

∑

i∈I

λixi.On remarquera que, les λi étant presque tous nuls, 
ette somme est toujours �nie, don
 biendé�nie.Définition 3.3.3 Soit E un espa
e ve
toriel, et (xi)i∈I une famille de ve
teurs de E. L'espa
eve
toriel engendré par la famille (xi)i∈I est l'ensemble des 
ombinaisons linéaires des xi, i ∈ I. Ils'agit de manière évidente d'un sev de E. Il est noté Vect((xi)i∈I)Remarque 3.3.4 Si I = [[1, n]], Vect(x1, . . . , xn) = Rx1 + · · ·+ Rxn.Proposition 3.3.5 Soit (xi)i∈I et (xj)j∈J deux familles (pas né
essairement disjointes). Alors :
Vect((xi)i∈I∪J) = Vect((xi)i∈I) + Vect((xj)i∈J ).3.3.2 Familles libresDéfinition 3.3.6 Une famille (xi)i∈I de ve
teurs de E est libre si une des propriétés équivalentessuivantes est véri�ée :1. Pour toute famille (λi)i∈I de s
alaires presque tous nuls : ∑

i∈I

λixi = 0 =⇒ ∀i ∈ I, λi = 0;2. Pour tout x ∈ Vect((xi)i∈I), il existe une unique famille (λi)i∈I de s
alaires presque tousnuls tels que x =
∑
i∈I

λixi ;3. (si I est �ni, I = {1, . . . , n}) La somme Rx1 ⊕ · · · ⊕ Rxn est dire
te.Une famille qui n'est pas libre est dite liée.Remarque : une famille 
ontenant 0 ne peut pas être libre.Proposition 3.3.7 Toute sous-famille d'une famille libre est libre.La proposition suivante permet de ramener l'étude de la liberté des familles in�nies à l'étude dela liberté de familles �nies. Ce résultat est, si on se réfère au programme, le seul à 
onnaître
on
ernant les familles in�nies.



3.3 Familles de ve
teurs 35Proposition 3.3.8 Une famille (xi)i∈I est libre si et seulement si toutes ses sous-familles �niessont libres. Une famille (xi)i∈N est libre si et seulement si pour tout n ∈ N, la famille (x1, . . . , xn)est libre.Proposition 3.3.9 Soit (xi)i∈I une famille libre de E et xj (j 6∈ I) un élément de E. Alors, lafamille (xi)i∈I∪{j} (obtenue en ajoutant xj à la famille libre (xi)i∈I) est libre si et seulement si
xj 6∈ Vect((xi)i∈I)(Démontré dans le 
ours uniquement pour des familles �nies).Proposition 3.3.10 Soit E1, . . . , En des sev de E. Alors la somme E1 ⊕ · · · ⊕ En est dire
te siet seulement si tout n-uplet (x1, . . . , xn) d'éléments tous non nuls de E1×· · ·×En est une famillelibre dans E.3.3.3 Familles génératri
esDéfinition 3.3.11 Une famille (xi)i∈I de ve
teurs de E est une famille génératri
e de E si l'unedes propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :1. tout x ∈ E est une 
ombinaison linéaire des xi, i ∈ I ;2. Vect((xi)i∈I) = E ;3. (si I est �ni, I = [[1, n]]) E =

n∑
i=1

Rxi = E.3.3.4 BasesDéfinition 3.3.12 Soit (xi)i∈I une famille de ve
teurs d'un ev E. On dit que (xi)i∈I est une basede E si elle est une famille à la fois libre et génératri
e de E.Proposition 3.3.13 Les propriétés suivantes sont équivalentes :1. La famille (xi)i∈I est une base de E ;2. La famille (xi)i∈I est une famille génératri
e minimale de E ;3. La famille (xi)i∈I est une famille libre maximale de E.On justi�era le théorème suivant dans le pro
hain paragraphe :Théorème 3.3.14 (théorème de la dimension) Si E admet au moins une base de 
ardinal �ni,alors toutes ses bases sont �nies, de même 
ardinal.Définition 3.3.15 Ce 
ardinal 
ommun est appelé dimension de E, et noté dim E.
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es ve
toriels3.4 Espa
es ve
toriels de dimension �nieDans tout 
e paragraphe K désigne le 
orps R ou C.3.4.1 Notion de dimensionDéfinition 3.4.1 Un espa
e ve
toriel E sur K est dit de dimension �nie s'il existe une famillegénératri
e de 
ardinal �ni (xi)i∈I de E. Une famille génératri
e �nie est souvent appelé systèmede générateurs.Proposition 3.4.2 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Alors de toute famille généra-tri
e de E, on peut extraire une famille génératri
e �nie.Théorème 3.4.3 (Complétion d'une famille libre en une base par ajout de ve
teurs d'une famillegénératri
e donnée). Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Soit L ⊂ E une famille librede E, et G ⊂ E une famille génératri
e de E. Alors on peut 
ompléter L en une base de E parajout de ve
teurs de G. Autrement dit, il existe une sous-famille G′ ⊂ G telle que L ∪G soit unebase de E.Corollaire 3.4.4 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Toute famille libre de E est de
ardinal �ni. En parti
ulier, toute base est de 
ardinal �ni.Corollaire 3.4.5 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie.1. De toute partie génératri
e de E on peut extraire une base de E.2. E admet au moins une base.Corollaire 3.4.6 (Théorème de la base in
omplète) Toute famille libre d'un espa
e de dimension�ni E peut être 
omplétée en une base de E.Lemme 3.4.7 (Théorème d'é
hange) Soit E un espa
e ve
toriel. Soit F une famille de ve
teurs de
E, et x et y dans E tels que x 6∈ Vect(F ) et x ∈ Vect(F∪{y}). Alors Vect(F∪{x}) = Vect(F∪{y}).Théorème 3.4.8 (Théorème de la dimension) Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie.Alors toutes les bases de E sont �nies et de même 
ardinal.Définition 3.4.9 Le 
ardinal 
ommun de toutes les bases de E est appelé dimension de E, etest noté dimE. Si E n'est pas de dimension �nie, on dira que dimE = +∞.3.4.2 Dimension, liberté et rangDéfinition 3.4.10 Soit E un espa
e ve
toriel, k ∈ N∗, et (x1, . . . , xk) une famille de ve
teursde E. Le rang de la famille (x1, . . . , xk) est la dimension de Vect(x1, . . . , xk) (
et espa
e est dedimension �nie, puisque engendré par une famille �nie). On note :

rg(x1, . . . , xk) = dimVect(x1, . . . , xk).Proposition 3.4.11 rg(x1, . . . , xk) 6 k, ave
 égalité si et seulement si la famille (x1, . . . , xk) estlibre.



3.4 Espa
es ve
toriels de dimension finie 37Proposition 3.4.12 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n. Alors :1. toute famille libre de E est de 
ardinal au plus n ;2. toute famille génératri
e de E est de 
ardinal au moins n.Corollaire 3.4.13 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n. Alors :1. toute famille libre de E de 
ardinal n est une base de E ;2. toute famille génératri
e de E de 
ardinal n est une base de E.Corollaire 3.4.14 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie n. Soit F ⊂ E un sous-espa
eve
toriel de E. Alors F est de dimension �nie, et dim F 6 dim E. On a égalité si et seulement si
F = E.3.4.3 Dimension de sommesThéorème 3.4.15 Soit E un espa
e ve
toriel, et F et G des sous-espa
es ve
toriels de dimension�nie de E, en somme dire
te. Alors F ⊕G est de dimension �nie, et :

dimF ⊕G = dimF + dimG.Corollaire 3.4.16 Soit E un espa
e ve
toriel, et (E1, . . . , En) une famille de sous-espa
es ve
-toriels de dimension �nie de E, en somme dire
te. Alors n⊕
i=1

Ei est de dimension �nie, et :
dim

n⊕

i=1

Ei =

n∑

i=1

dimEi.Théorème 3.4.17 (Existen
e d'un supplémentaire) Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie,et F un sous-espa
e ve
toriel de E. Alors il existe un supplémentaire S de F dans E, et :
dimS = dim E − dimF.Proposition 3.4.18 Soit E un espa
e ve
toriel, et F et G deux sous-espa
es de dimension �niede E. Alors :

dim(F + G) = dimF + dimG− dimF ∩G.
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Chapitre 4Appli
ations linéaires
4.1 Généralités sur les appli
ations linéaires4.1.1 Dé�nition et arithmétique des appli
ations linéairesDéfinition 4.1.1 Une appli
ation f : E → F entre deux K-ev est appelée appli
ation K-linéaire,ou plus simplement appli
ation linéaire (en abrégé : AL), si :

∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, f(λx) = λf(x) et ∀(x, y) ∈ E2, f(x + y) = f(x) + f(y).Proposition 4.1.2 Une appli
ation f : E → F est une appli
ation linéaire si et seulement si :
∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ E2, f(λx + y) = λf(x) + f(y).Remarque 4.1.3 Soit f : E → F une AL. Alors f(0) = 0.Définition 4.1.4 Soit E et F deux K-ev. On note L(E, F ) l'ensemble des appli
ations linéairesde E vers F . Si E = F , on note L(E) l'ensemble des appli
ations linéaires de E dans lui-même.Une telle appli
ation linéaire de E dans lui-même est appelée endomorphisme de E.Proposition 4.1.5 L(E, F ) est un espa
e ve
toriel sur K.Proposition 4.1.6 Soit f ∈ L(E, F ) et g ∈ L(F, G). Alors g ◦ f est une appli
ation linaire de Evers G.Définition 4.1.7 Une forme linéaire sur un espa
e ve
toriel E est une appli
ation linéaire de Edans K. L'ensemble L(E, K) des formes linéaires sur K est souvent noté E∗, et appelé dual de E.4.1.2 Image et noyauDans 
e paragraphe, E et F sont deux espa
es ve
toriels, et f ∈ L(E, F ).Définition 4.1.8 1. L'image de f est Im(f) = {y ∈ F | ∃x ∈ E, f(x) = y} = f(E) ;2. Le noyau de f est Ker(f) = {x ∈ E | f(x) = 0} = f−1({0})
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ations linéairesLemme 4.1.9 1. Soit E′ un sev de E. Alors f(E′) est un sev de F .2. Soit F ′ un sev de F . Alors f−1(F ′) est un sev de E.En appliquant 
e lemme ave
 E′ = E et F ′ = {0}, on obtient :Proposition 4.1.10 Im(f) est un sev de F . Ker(f) est un sev de E.Théorème 4.1.11 Soit f ∈ L(E, F ). Alors f est inje
tive ssi Ker(f) = {0}.4.1.3 IsomorphismesDéfinition 4.1.12 1. Une appli
ation linéaire bije
tive de E vers F est appelée un isomor-phisme.2. On dit que deux espa
es ve
toriels E et F sont isomorphes s'il existe un isomorphisme
f : E → F .3. Un isomorphisme de E dans lui-même est appelé automorphisme de E. L'ensemble desautomorphismes de E est noté Aut(E).Théorème 4.1.13 Soit f un isomorphisme entre E et F . Alors f−1 est une appli
ation linéaire,et don
 un isomorphisme de F vers E.Proposition 4.1.14 1. L'image d'une famille libre par une appli
ation linéaire inje
tive estune famille libre2. L'image d'une famille génératri
e par une appli
ation linéaire surje
tive est une famille gé-nératri
e3. L'image d'une base par un isomorphisme est une baseCorollaire 4.1.15 (en admettant le théorème de la dimension) Soit E et F deux espa
es iso-morphes. Alors si E ou F est de dimension �nie, les deux le sont, et ont même dimension.On peut donner une version plus pré
ise de la proposition :Proposition 4.1.16 Soit f une appli
ation linéaire de E dans F . Alors, les propositions suivantessont équivalentes :(i) f est un isomorphisme ;(ii) L'image par f de toute base de E est une base de F ;(iii) Il existe une base de E dont l'image par f est une base de F .4.1.4 Proje
teurs et symétriesDéfinition 4.1.17 1. Soit p ∈ L(E). On dit que p est un proje
teur de E ssi p ◦ p = p.2. Soit s ∈ L(E). On dit que s est une symétrie ssi s ◦ s = id.Théorème 4.1.18 1. Soit p ∈ L(E). Alors p est un proje
teur si et seulement s'il existe deuxsev F et G de E tels que F ⊕G = E (ils sont supplémentaires), et :

∀u ∈ F, ∀v ∈ G, p(u + v) = u.



4.2 Matri
es 41(p est la proje
tion sur F parallèlement à G)2. Soit s ∈ L(E). Alors s est un proje
teur si et seulement s'il existe deux sev F et G de E telsque F ⊕G = E, et :
∀u ∈ F, ∀v ∈ G, s(u + v) = u− v.(s est la symétrie par rapport à F parallèlement à G)4.2 Matri
es4.2.1 Dé�nition et motivationsLa motivation essentielle de l'introdu
tion des matri
es provient de l'exemple suivant, dé
rivanttoutes les appli
ations linéaires de Kn vers Km :Exemple 4.2.1 Soit f ∈ L(Kn, Km), et soit (e1, · · · , en) la base 
anonique de Kn. Alors f(e1), . . . , f(en)sont des ve
teurs de Km, don
 s'é
rivent :

f(e1) =




a1,1...
am,1


 , f(e2) =




a1,2...
am,2


 , . . . f(en) =




a1,n...
am,n


 .(
e sont les 
oordonnées de 
es ve
teurs dans la base 
anonique de Km)Soit maintenant X ∈ Kn, X =




x1...
xn


 = x1e1 + · · ·+ xnen. Alors, par linéarité,

f(X) = x1f(e1) + · · ·+ xnf(en) =




n∑
i=1

xia1,i...
n∑

i=1

xiam,i




.Par 
onséquent, l'appli
ation linéaire f est entièrement déterminée par la donnée d'une famille
(ai,j)16i6m

16j6n

de s
alaires (don
 une famille � re
tangulaire �). Ré
iproquement, toute telle familledé�nit une appli
ation linéaire de Kn dans Km.Définition 4.2.2 Une matri
e de taille n×m (n lignes et m 
olonnes) à 
oe�
ients dans K estla donnée d'une famille A = (ai,j)16i6n
16j6m

d'éléments de K. On utilise la représentation planairesuivante :
A =




a1,1 · · · a1,m... ...
an,1 · · · an,m


 .Définition 4.2.3 L'ensemble des matri
es de taille n×m (on dit aussi de type (n, m)) à 
oe�-
ients dans K est notéMn,m(K). Si n = m, on dit que la matri
e est 
arrée, et on note simplement

Mn(K) l'ensemble des matri
es 
arrées de taille n.Proposition 4.2.4 L'ensemble Mn,m(K) est un espa
e ve
toriel, isomorphe à Knm.
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ations linéairesDéfinition 4.2.5 Soit f ∈ L(Kn, Km). On dé�nit la matri
e [f ]b.c. de f (autre notation fré-quente : Matb.c.(f)) 
omme étant la matri
e deMm,n(K) dé�nie par :
[f ]b.c. = (ai,j)16i6m

16j6n

,où les ai,j sont dé
rits 
i-dessus. Ainsi, la i-ième 
olonne de [f ]b.c. est 
onstituée des 
oordonnéesdu ve
teur f(ei) dans la base 
anonique de Km. La dé
omposition en 
olonnes de la matri
e [f ]b.c.est don
 :
[f ]b.c. = ( f(e1) | · · · | f(en) ).Remarques 4.2.6 1. Le b.c. est là pour indiquer que toutes les 
oordonnées sont prises dansla base 
anonique. Il s'agit de la matri
e de f relativement aux bases 
anoniques. On géné-ralisera plus loin 
ette dé�nition à des bases quel
onques.2. Attention à l'inversion des indi
es : une appli
ation linéaire de Kn dans Km fournit unematri
e à m lignes et n 
olonnes.4.2.2 Somme et produit de matri
esOn peut sommer deux matri
es de même taille, et leur somme est dé�nie par la somme 
oe�
ientpar 
oe�
ient :Définition 4.2.7 Soit m, n ∈ N∗ Soit A = (ai,j)16i6m

16j6n

et B = (bi,j)16i6m
16j6n

∈ Mn,p(K). Alors
A + B est la matri
e :

A + B = (ai,j + bi,j)16i6m
16j6n

.Les propriétés de l'addition de K se transfèrent immédiatement aux matri
es :Proposition 4.2.8 La somme ainsi dé�nie sur Mm,n(K) est asso
iative, 
ommutative, admetun élément neutre (la matri
e (0)16i6m
16j6n

) et toute matri
e admet un opposé, obtenu en prenantl'opposé dans K de tous ses 
oe�
ients.Nous dé�nissons dans un premier temps le produit d'une matri
e par une matri
e 
olonne.Définition 4.2.9 Soit M ∈ Mn,m(K) et X ∈ Mm,1(K). On note X =




x1...
xm


 les 
oordonnéesde X , et M = ( C1 | · · · | Cm ) la dé
omposition en 
olonnes de M (ainsi, pour tout i ∈ [[1, m]],

Ci ∈Mn,1 est la i-ème 
olonne de M). Alors
M ·X = x1C1 + · · ·+ xmCm =

m∑

i=1

xiCi.De l'exemple 4.2.1, on déduit immédiatement :Proposition 4.2.10 Soit f ∈ L(Kn, Km) ; alors, pour tout X ∈ Kn, f(X) = [f ]b.c. ·X.On dé�nit maintenant le produit général de deux matri
es. Vous remarquerez que le produit n'estpas 
ommutatif, et que le nombre de 
olonnes de la matri
e de gau
he doit être égal au nombrede lignes de la matri
e de droite pour que le produit soit dé�ni.
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es 43Définition 4.2.11 Soit A ∈ Mm,n(K) et B ∈ Mn,p(K). Alors le produit AB est la matri
e de
Mm,p(K) dont la dé
omposition par 
olonnes est donnée par :

AB = ( A · B1 | · · · | A ·Bp ),où B1, . . . , Bp sont les 
olonnes de la matri
e B.Théorème 4.2.12 Soit f ∈ L(Km, Kn) et g ∈ L(Kn, Kp). Alors l'appli
ation linéaire g ◦ f de
L(Km, Kp) est de matri
e dans la base 
anonique :

[g ◦ f ]b.c. = [g]b.c. · [f ]b.c..Ainsi, le produit des matri
es 
orrespond à la 
omposition des appli
ations linéaires.Proposition 4.2.13 Soit A = (ai,j)16i6m
16j6n

∈ Mm,n(K) et B = (bj,k)16j6n
16k6p

∈ Mn,p(K). Soit
AB = (ci,k)16i6m

16k6p

∈ Mm,p(K) la matri
e produit. Alors :
∀i ∈ [[1, m]], ∀k ∈ [[1, p]], ci,k =

n∑

j=1

ai,jbj,k = Li · Ck,où Li est la i-ème ligne de A, et Ck la k-ième 
olonne de Bk.On obtient une version duale des dé�nitions 4.2.9 et 4.2.11 en inversant le r�le des lignes et des
olonnes (
ela provient de la des
ription 
omplètement symétrique donnée dans la propositionpré
édente) :Proposition 4.2.14 1. Soit A ∈M1,n(K), A = ( x1 . . . xn ) et B ∈ Mn,p(K) dont les lignessont L1, . . . , Ln. Alors AB est la matri
e ligne obtenue par la 
ombinaison linéaire suivante :
AB = x1L1 + · · ·+ xnLn =

n∑

i=1

xiLi.2. Soit A ∈ Mm,n(K), dont les lignes sont A1, . . . , Am, et B ∈ Mn,p(K). Alors AB est lamatri
e dont les lignes sont A1 · B, . . . , Am · B.Proposition 4.2.15 Propriétés du produit. Soit m, n, p, q ∈ N∗ ;1. Asso
iativité : ∀M ∈ Mm,n(K), ∀N ∈Mn,p(K), ∀P ∈Mp,q(K), (MN)P = M(NP ).2. Distributivité : ∀M ∈ Mm,n(K), ∀(N1, N2) ∈ Mn,p(K)2, M(N1 + N2) = MN1 + MN2 ;
∀(M1, M2) ∈Mm,n(K)2, ∀N ∈ Mn,p(K), (M1 + M2)N = M1N + M2N ;3. Neutre : Soit In =




1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0 1




la matri
e 
arrée de taille n 
onstituée de 1 sur ladiagonale et de 0 partout ailleurs. Alors :
∀M ∈ Mm,n(K), MIn = M et ∀N ∈Mn,p(K), InN = N.En parti
ulier, In est un élément neutre pour le produit restreint à Mn(K).Remarque 4.2.16 In est la matri
e de l'endomorphisme identité de Kn.
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ations linéaires4.2.3 Inverse d'une matri
eDéfinition 4.2.17 On dit qu'une matri
e de Mm,n(K) est inversible si elle est la matri
e dansla base 
anonique d'une appli
ation linéaire f ∈ L(Kn, Km) qui est un isomorphisme.Remarque 4.2.18 Un isomorphisme f envoie une base sur une base. Ainsi, en parti
ulier, fest une appli
ation linéaire entre deux espa
es de même dimension. Ainsi, dans la dé�nition 
i-dessus, il vient for
ément n = m. Ainsi, toute matri
e inversible est 
arrée. De plus, si f est unautomorphisme de Kn on obtient : [f−1] · [f ] = [id] = [f ] · [f−1]. On obtient don
 la dé�nitionéquivalente suivante :Définition 4.2.19 (équivalente) Une matri
e inversible A est une matri
e 
arrée, disons de taille
n, telle qu'il existe une matri
e B ∈ Mn(K) véri�ant AB = BA = In. La matri
e B est appeléeinverse de A, et notée B = A−1. Si A est la matri
e d'un automorphisme f dans la base 
anonique,alors A−1 est la matri
e de f−1.Notation 4.2.20 L'ensemble des matri
es inversibles deMn(K) est noté GLn(K), et est appelé
n-ième groupe linéaire.Proposition 4.2.21 Soit A et B deux matri
es inversibles de Mn(K). Alors AB est inversible,et son inverse est B−1A−1.Cal
ul pratique de l'inverse (première méthode)L'équation f(X) = Y est équivalente à Y = f−1(X). Matri
iellement, 
ela se traduit ainsi :l'équation AX = Y , qui est un système linéaire dont les in
onnues sont les 
oordonnées de X ,est équivalente à l'équation A−1Y = X , qui est un système linéaire dont les in
onnues sont les
oordonnées de Y . Ainsi, le prin
ipe du 
al
ul de A−1 est de résoudre le système AX = Y , 
equi fournit un système en l'in
onnue Y . Les 
oe�
ients de 
e système sont les 
oe�
ients de lamatri
e A−1.Inverse des matri
es 2× 2Théorème 4.2.22 Soit M =

(
a b

c d

)
∈ M2(K). Alors M est inversible si et seulement si ad−

bc 6= 0, et
M−1 =

1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
.Définition 4.2.23 La quantité ad − bc est appelée déterminant de M , et est noté detM ou∣∣∣∣∣

a b

c d

∣∣∣∣∣.Remarque 4.2.24 Il existe une notion de déterminant pour des matri
es 
arrées de taille quel-
onque n. N'essayez pas de la deviner, ni de faire 
roire à qui
onque que vous la 
onnaissez. Cettenotion, pour n > 2, est résolument hors programme. Ne tombez pas dans le piège de 
ertains
orre
teurs qui voudraient tester vos 
onnaissan
e. Mieux vaut avouer son ignoran
e que ra
ontern'importe quoi.



4.3 É
riture d'une AL dans une base 454.2.4 TranspositionDéfinition 4.2.25 Soit A = (ai,j)16i6m
16j6n

∈ Mm,n(K). Alors la matri
e transposée de A, notée
tA, est la matri
e deMn,mK dé�nie par :

tA = (bj,i)16j6n
16i6m

, où ∀i ∈ [[1, m]], ∀j ∈ [[1, n]], bj,i = ai,j .Proposition 4.2.26 Soit A ∈ Mm,n(K) et B ∈Mn,p(K). Alors :
t(MN) = tN tM.Définition 4.2.27 Soit A ∈Mn(K).1. On dit que A est symétrique si A = tA.2. On dit que A est antisymétrique si A = −tA.4.2.5 Produit par blo
sOn peut faire des produits matri
iels en regroupant les 
oe�
ients par sous-matri
es, à 
onditiond'avoir 
ompatibilité des tailles. Ainsi, en parti
ulier, si M =




M1 0 0

0
. . . 0

0 0 Mk


, les Mi étant desmatri
es 
arrées (on dit que M est diagonale par blo
s), alors :

Mn =




Mn
1 0 0

0
. . . 0

0 0 Mn
k


 .4.3 É
riture d'une AL dans une base4.3.1 Dé�nitions et notationsSoit E et F deux espa
es ve
toriels de dimensions �niesDéfinition 4.3.1 Soit C = (c1, . . . , cn) une base de F , et X ∈ F . Alors il existe d'uniques s
alaires

x1, . . . , xn tels que X = x1c1 + · · · + xncn. La matri
e 
olonne de X dans la base C est alors lamatri
e 
olonne 
onstituée de 
es s
alaires :
[X ]C =




x1...
xn


 (notation personnelle).Définition 4.3.2 Sous les mêmes hypothèses, soit (X1, . . . , Xm) une famille de ve
teurs de F .Alors la matri
e de 
ette famille dans la base C est :

[X1, . . . , Xm]C = ( [X1]C | · | [Xm]C ).Ainsi, il s'agit de la matri
e dont la i-ème 
olonne 
omporte les 
oordonnées dans la base C duve
teur Xi.



46 Chapitre 4. Appli
ations linéairesDéfinition 4.3.3 Soit f ∈ L(E, F ), et soit B = (b1, . . . , bm) une base de de E et C = (c1, . . . , cn)une base de F . Alors la matri
e de f relativement aux bases B et C est la matri
e [f ]B,C de lafamille (f(b1), . . . , f(bm)) dans la base C :
[f ]B,C = [f(b1), . . . , f(bm)]C = ( [f(b1)]C | · | [f(bm)]C ).Ainsi, il s'agit de la matri
e de type (n, m) dont la i-ème 
olonne donne les 
oordonnées du ve
teur

f(bi) dans la base C. On trouve souvent la notation MatB,C(f).Remarque 4.3.4 Si on prend E = Rm, F = Rn, et pour B et C les bases 
anoniques de 
esespa
es, on retrouve la matri
e [f ]b.c..Proposition 4.3.5 Sous les hypothèses de la dé�nition :
∀X ∈ E, [f(X)]C = [f ]B,C · [X ]B.Proposition 4.3.6 (La formule magique) Soit E, F et G trois espa
es ve
toriels de dimension�nie, munis respe
tivement des bases B, C et D. Soit f ∈ L(E, F ) et g ∈ L(F, G). Alors :

[g ◦ f ]B,D = [g]C,D · [f ]B,C.4.3.2 Changements de baseDéfinition 4.3.7 Soit E un espa
e ve
toriel, et B1 et B2 deux bases de E. Alors la matri
e depassage de la base B1 à la base B2 est la matri
e :
[B1 → B2] = Mat(B1,B2) = [id]B2,B1

.Ainsi, la i-ème 
olonne de 
ette matri
e est 
onstituée des 
oordonnées du i-ème ve
teur de la base
B2 dans la base B1.Proposition 4.3.8 Toute matri
e de passage [B1 → B2] est inversible. Son inverse est la matri
ede passage [B2 → B1]Puisque [X ]B1

= [id]B2,B1
[X ]B2

, on obtient l'expression de l'e�et d'un 
hangement de base sur les
oordonnées d'un ve
teur :Proposition 4.3.9 Soit X ∈ E. Alors [X ]B1
= [B1 → B2] · [X ]B2

.Théorème 4.3.10 (Formule de 
hangement de base)Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, muni de deux bases B1 et B2, et F un espa
e ve
torielde dimension �nie, muni de deux bases C1 et C2. Soit f ∈ L(E, F ). Alors :
[f ]B2,C2

= [C2 → C1] · [f ]B1,C1
· [B1 → B2]



4.4 Appli
ations linéaires en dimension finie 474.3.3 Cas des endomorphismesDans le 
as d'un endomorphisme f , on exprime souvent sa matri
e dans la même base au départet à l'arrivée. On note alors [f ]B au lieu de [f ]B,B. On obtient alors la formule de 
hangement debase suivante :Théorème 4.3.11 Soit f ∈ L(E), E étant un espa
e ve
toriel de dimension �nie, muni de deuxbases B1 et B2. Soit P = [B1 → B2] la matri
e de passage de la base B1 à la base B2. Alors :
[f ]B2

= P−1[f ]B1
P.Définition 4.3.12 On dit que deux matri
es A, B ∈ Mn(K) sont semblables s'il existe unematri
e inversible P ∈ GLn(K) telle que B = P−1AP .Ainsi, les matri
es d'un endormorphisme dans di�érentes bases de E sont semblables.4.4 Appli
ations linéaires en dimension �nie4.4.1 Rang d'une appli
ation linéaireRemarque 4.4.1 Soit E et F deux espa
es ve
toriels, et f ∈ L(E, F ). Si (gi)i∈I est une famillegénératri
e de E, alors (f(gi))i∈I est une famille génératri
e de Im f . En parti
ulier, si E est dedimension �nie, alors Im f est de dimension �nie.Définition 4.4.2 Soit E et F deux espa
es ve
toriels, E étant de dimension �nie. Soit f ∈

L(E, F ). Le rang de f , noté rg f , est la dimension de Im f :
rg f = dim Im f.Lemme 4.4.3 Soit E et F deux espa
es ve
toriels quel
onques, et f ∈ L(E, F ). Les propositionssuivantes sont équivalentes :(i) f est inje
tive ;(ii) f envoie toute famille libre sur une famille libre ;(iii) il existe une base de E envoyée par f sur une famille libre de F .Proposition 4.4.4 Soit E et F deux espa
es ve
toriels, E étant de dimension �nie. Soit f ∈

L(E, F ).1. rg f 6 dimE, ave
 égalité si et seulement si f est inje
tive.2. Si F est de dimension �nie, rg f 6 dimF , ave
 égalité si et seulement si f est surje
tive.Théorème 4.4.5 (Cara
térisation des isomorphismes entre espa
es de même dimension) Soit Eet F deux espa
es ve
toriels de même dimension �nie n, et soit f ∈ L(E, F ). Alors les propositionssuivantes sont équivalentes :(i) f est un isomorphisme ;(ii) rg(f) = n ;(iii) f est inje
tive ;(iv) f est surje
tive.



48 Chapitre 4. Appli
ations linéairesEn parti
ulier, si E est de dimension �nie, un endomorphisme f ∈ L(E) est un automorphisme siet seulement si f est inje
tive si et seulement si f est surje
tive.Théorème 4.4.6 (Théorème du rang) Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, et F unespa
e ve
toriel quel
onque. Soit f ∈ L(E, F ). Alors :
dimKer f + rg f = dimE.4.4.2 Formes linéairesDéfinition 4.4.7 Une forme linéaire sur un K-espa
e ve
toriel E est une appli
ation linéaire de

E vers K.Proposition 4.4.8 Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Soit f ∈ L(E, K) une formelinéaire. Alors Ker f est soit égal à E (dans l'unique 
as où f = 0), soit égal à un hyperplan de E.Proposition 4.4.9 Ré
iproquement, tout hyperplan d'un espa
e ve
toriel de dimension �nie Eest le noyau d'une forme linéaire non nulle.Proposition 4.4.10 Plus généralement, soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie n, et F unsous-espa
e ve
toriel de E de dimension k. Alors il existe une appli
ation linéaire f ∈ L(E, Kn−k)telle que F = Ker f .4.4.3 Rang d'une matri
eDéfinition 4.4.11 Soit M ∈ Mn,m(K), et M1, . . . , Mm ∈ Mn,1(K) ses 
olonnes. Alors le rangde la matri
e M est le rang de la famille (M1, . . . , Mk) de ve
teurs de Kn. Il est noté rg MProposition 4.4.12 Soit M ∈Mn,m(K). Alors rg M 6 min(n, m).Proposition 4.4.13 Soit M ∈ Mn(K), et X1, . . . , Xn les 
olonnes de M . Alors les propositionssuivantes sont équivalentes :(i) M est inversible(ii) rg M = n(iii) (X1, . . . , Xn) est une base de Kn.Théorème 4.4.14 Soit E et F des espa
es ve
toriels de dimension �nie, B et C des bases de Eet F . Alors le rang de f est égal au rang de la matri
e de f relativement aux bases B et C :
rg f = rg[f ]B,C .En parti
ulier toutes les matri
es représentant la même appli
ation linéaire dans des 
hoix de basesdi�érents ont le même rang.Corollaire 4.4.15 Soit M ∈ Mn,m(K), et P ∈ GLn(K), Q ∈ GLm(K) des matri
es inversibles.Alors :

rg(PM) = rg M = rg(MQ).



Chapitre 5Le pivot de GaussDans tout 
e 
hapitre, K = R ou C.5.1 Matri
es é
helonnées5.1.1 Dé�nitionDéfinition 5.1.1 Soit m et n deux entiers non nuls, et M = (ai,j)16i6m
16j6n

dans Mm,n(K). Ondit que M est une matri
e é
helonnée s'il existe un entier k ∈ [[1, m]] et une suite 
roissante
j1 < j2 < · · · < jk d'éléments de [[1, n]] tels que :(i) ∀i ∈ [[1, k]], ai,ji

6= 0 ;(ii) ∀i ∈ [[1, k]], ∀j ∈ [[1, ji − 1]], ai,j = 0 ;(iii) ∀i ∈ [[k + 1, m]], ∀j ∈ [[1, n]], ai,j = 0Autrement dit, les lignes nulles sont regroupées au bas de la matri
e (lignes k + 1 à m), les autreslignes sont 
lassées suivant la position de leur premier élément non nul, 
es positions étant deux àdeux distin
tes. Une matri
e é
helonnée admet don
 la représentation suivante :
M =




0 · · · 0 a1,j1 • . . . •
0 · · · · · · 0 a2,j2 • . . . •... ...
0 · · · · · · 0 ak,jk

• . . . •
0 · · · · · · 0... ...
0 · · · · · · 0




,

les 
oe�
ients indiqués d'un • étant quel
onques.Exemples 5.1.2 1 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 2

0 0 0 0


 est é
helonnée, 1 2 3 4

0 5 6 7

0 8 9 10

0 0 0 11


 ne l'est pas.



50 Chapitre 5. Le pivot de Gauss5.1.2 Matri
es é
helonnées inversiblesThéorème 5.1.3 Une matri
e é
helonnée est inversible si et seulement si 
'est une matri
e 
arrée,triangulaire supérieure, à 
oe�
ients diagonaux non nuls.Exemple 5.1.4 Soit (P0, . . . , Pn) une famille de polyn�mes de Rn[X ] tels que pour tout k ∈ [[1, n]],
deg(Pk) = k, alors (P0, . . . , Pn) est une base de Rn[X ]. En e�et la matri
e de 
ette famille dansla base 
anonique de Rn[X ] est triangulaire supérieure à 
eo�
ients diagonaux non nuls, don
inversible. Les 
olonnes sont don
 les 
oe�
ients dans la base 
anonique de ve
teurs formant unebase de Rn[X ].5.1.3 Rang d'une matri
e é
helonnéeThéorème 5.1.5 Soit M ∈ Mm,n(K) une matri
e é
helonnée, et k tel que dans la dé�nition.Alors rg(M) = k.Autrement dit, le rang d'une matri
e é
helonnée est égal au nombre de ses lignes non nulles.Remarque 5.1.6 Soit M ∈ Mm,n(K) é
helonnée, et f ∈ L(Kn, Km) 
anoniquement asso
iée à
M . Soit (f1, . . . , fm) la base 
anonique de Km. Alors (f1, . . . , fk) est une base de Im f .Proposition 5.1.7 Soit M une matri
e é
helonnée, et j1 < · · · < jk 
omme dans la dé�nition.Soit f l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
iée à M . On dé�nit :

ϕ : Ker f −→ Kn−k

X =




x1...
xn


 7−→




x1...
xji−1

xji+1...
xn




(on oublie les 
oordonnées xj1 , . . . , xjk
)Alors ϕ est un isomorphisme. En parti
ulier, on trouve une base de Ker f en prenant l'imageré
iproque par ϕ d'une base de Kn−k, par exemple de la base 
anonique.Exemple 5.1.8SoitM =




1 0 1 1 2

0 1 1 0 1

0 0 1 2 2


, et f 
anoniquement asso
iée. Une base deKer f est 1

0

−2

1

0




,




0

1

−2

0

1







.5.2 Le pivot de Gauss5.2.1 Opérations élémentairesSoit M une matri
e deMm,n(K), et soit L1, . . . , Lm les lignes de M .Définition 5.2.1 On appelle opération élémentaire sur la matri
e M une des trois opérationssuivantes :



5.2 Le pivot de Gauss 51(i) l'é
hange de deux lignes Li et Lj (notée Li ↔ Lj),(ii) le rempla
ement d'une ligne Li par la 
ombinaison linéaire Li + λLj, où i 6= j, λ ∈ K (notée
Li ← Li + λLj)(iii) le rempla
ement de Li par λLi où λ ∈ K∗ (notée Li ← λLi).On dé�nit, pour tout l ∈ K, pour tous i 6= j dans [[1, m]], les matri
es Ei,j , Ei,j(λ) et Ei(λ) dans

Mm(K) :
Ei,j =




1 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . 1

. . . ...... . . . 0
. . . 1

...... . . . 1
. . . ...... . . . . . . . . . ...... . . . 1

. . . ...... 1
. . . 0

. . . ...... . . . 1
. . . ...... . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1




i

j

i j(les 
oe�
ients diagonaux sont tous égaux à 1, sauf 
eux en position (i, i) et (j, j), égaux à 0 ; les
oe�
ients non diagonaux sont tous nuls, sauf 
eux en position (i, j) et (j, i) égaux à 1) ;
Ei,j(λ) =




1 0 · · · · · · · · · 0

0
. . . . . . λ

...... . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . ...... . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 1




i

j(les 
oe�
ients diagonaux sont égaux à 1, tous les autres sont nuls, sauf 
elui en position (i, j),égal à 1) ;
Ei(λ) =




1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . 1

. . . ...... . . . λ
. . . ...... . . . 1

. . . ...... . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · 0 1




i

i(matri
e diagonale à 
oe�
ients diagonaux tous égaux à 1, sauf 
elui en position (i, i), égal à λ).



52 Chapitre 5. Le pivot de GaussThéorème 5.2.2 Soit M ∈Mm,n(K). Soit i 6= j dans [[1, m]], et λ ∈ K.(i) La matri
e N obtenue de M par l'opération Li ↔ Lj, est N = Ei,j ·M ;(ii) La matri
e N obtenue de M par l'opération Li ← Li + λLj est N = Ei,j(λ) ·M ;(iii) La matri
e N obtenue de M par l'opération Li ← λLi, λ 6= 0, est N = Ei(λ) ·M .Autrement dit, faire les opérations Li ↔ Lj , Li ← Li + λLj et Li ← λLi revient respe
tivementà multiplier M par la gau
he par les matri
es Ei,j , Ei,j(λ) et Ei(λ).Proposition 5.2.3 1. Pour tous i 6= j dans [[1, m]], Ei,j est inversible, d'inverse E−1
i,j = Ei,j .2. Pour tous i 6= j dans [[1, m]], et tout λ ∈ K, et Ei,j(λ) est inversible, et Ei,j(λ)−1 = Ei,j(−λ).3. Pour tout i ∈ [[1, m]], et tout λ ∈ K∗, Ei(λ) est inversible, d'inverse Ei(λ)−1 = Ei(

1
λ
).Corollaire 5.2.4 Soit M ∈ Mm,n(K), et N une matri
e obtenue à partir de M en e�e
tuantune su

ession d'opérations élémentaires. Alors rg(M) = rg(N).5.2.2 L'algorithme du pivotDéfinition 5.2.5 Soit M une matri
e deMm,n(K). Une réduite de Gauss de M est une matri
eé
helonnée N obtenue à partir de M en e�e
tuant des opérations élémentaires.Théorème 5.2.6 (algorithme du pivot de Gauss) Toute matri
e M admet une réduite de Gauss(on n'a pas uni
ité).La démonstration de 
e théorème est tout aussi importante, sinon plus, que le résultat lui-même,puisqu'elle 
onsiste en la des
ription de l'algorithme du pivot de Gauss. C'est pourquoi, une foisn'est pas 
outume, je rédige i
i 
ette démonstration.

⊳ Démonstration.On raisonne par ré
urren
e sur n ∈ N, le nombre de 
olonnes de A.Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): toute matri
e A ayant n 
olonnes admet uneréduite de Gauss.
P(0) est trivial, puisqu'une matri
e ayant 0 
olonne est une matri
e vide, don
 déjà réduite !Soit n ∈ N tel que P(n) soit vrai. Soit A une matri
e ayant n+1 
olonnes. Soit m son nombrede lignes.
• Si la première 
olonne de A est nulle, il existe une matri
e A′ ∈Mm,n(K) telle que :

A =




0... A′

0


 .Comme A′ a n 
olonnes, on peut lui appliquer l'hypothèse de ré
urren
e : A′ admet uneréduite de Gauss M ′, obtenu en e�e
tuant 
ertaines opérations élémentaires sur les lignes.En e�e
tuant 
es mêmes opérations élémentaires sur la matri
e A (
ela ne modi�e pas la
olonne de 0), on trouve une matri
e :

M =




0... M ′

0


 .



5.2 Le pivot de Gauss 53Cette matri
e est é
helonnée, et est don
 une réduite de Gauss de A.
• Si la première 
olonne de A est non nulle, notons-là C1 =




x1...
xm


. Il existe alors i ∈ [[1, m]]tel que xi 6= 0. Commençons par faire l'opération L1 ↔ Li. On obtient une matri
e :




xi • · · · · · · •

x2

... ...... ... ...
x1

... ...... ... ...
xm • · · · · · · •


Les points 
orrespondent à des 
oe�
ients quel
onques. On e�e
tue maintenant les opéra-tions : {

∀k ∈ [[2, m]] \ {i}, Lk ← Lk − xk

xi
L1

Li ← Li − x1

xi
.On se retrouve ave
 une matri
e dont le seul élément non nul sur la première 
olonne estle pivot xi : 



xi • · · · •
0...
0

A′




,où A′ ∈ Mm−1,n. On peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e sur A′ : elle admet uneréduite de Gauss M ′, obtenue en faisant des opérations élémentaires sur les lignes de A′.En faisant 
es mêmes opérations sur les lignes 
orrespondantes de A (don
 ave
 un dé
alagede 1), on obtient une matri
e :



xi • · · · •
0...
0

M ′




.Cette matri
e est é
helonnée. Il s'agit don
 d'une réduite de Gauss de A′.Par 
onséquent, P(1) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraîne P(n + 1). D'après leprin
ipe de ré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans N.
⊲Définition 5.2.7 On appelle pivot les di�érents éléments de la réduite de Gauss ayant servi àannuler les éléments situés en-dessous, don
 les premiers éléments non nuls de 
haque ligne.Ré
apitulatif : Des
iption de l'algorithme du pivot de Gauss1. On 
her
he la première 
olonne non nulle de la matri
e A.2. Sur 
ette 
olonne, on e�e
tue un 
hoix de pivot : n'importe quel 
oe�
ient non nul de la
olonne 
onvient, mais on a intérêt à 
hoisir un pivot donnant le moins de 
al
uls possible.Il y a trois 
ritères pour 
ela :
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• Le pivot lui-même doit être fa
ile à inverser. L'idéal est un pivot égal à 1.
• Les autres 
oe�
ients de la ligne du pivot doivent être � simples �, de préféren
e desentiers.
• Plus il y a de zéros sur la ligne 
ontenant le pivot, moins il y aura de 
al
uls !3. On fait un é
hange de lignes pour ramener le pivot 
hoisi sur la première ligne.4. On annule tous les 
oe�
ients situées sous le pivot à l'aide d'opérations élémentaires Li ←
Li + λL1.5. Tant que 
'est possible, on re
ommen
e au 1 ave
 la sous-matri
e A′ obtenue en 
onsidérantles 
olonnes stri
tement à droite de 
elles du pivot, et les lignes stri
tement sous 
elle dupivot.Exemple 5.2.8 Re
her
her une réduite de Gauss de la matri
e A =




1 2 3 4 5

2 4 3 −1 1

0 0 1 1 0


Pour 
ela, e�e
tuons un pivot de Gauss sur la matri
e A


1 2 3 4 5

2 4 3 −1 1

0 0 1 1 0


 L2 ← L2 − 2L1

−→




1 2 3 4 5

0 0 −3 −9 −9

0 0 1 1 0


 L2 ↔ L3

−→




1 2 3 4 5

0 0 1 1 0

0 0 −3 −9 −9


 L3 ← L3 + 3L2

−→




1 2 3 4 5

0 0 1 1 0

0 0 0 −6 −9


Ainsi, la matri
e M =




1 2 3 4 5

0 0 1 1 0

0 0 0 −6 −9


 est une réduite de Gauss de A.Corollaire 5.2.9 Le rang d'une matri
e est égal au rang d'une de ses réduites de Gauss, 
'est-à-dire au nombre de lignes non nulles d'une de ses réduites de Gauss.Exemple 5.2.10 Le rang de la matri
e A de l'exemple 5.2.8 est 3.Théorème 5.2.11 En parti
ulier, une matri
e est inversible si et seulement si elle admet uneréduite de Gauss triangulaire supérieure à 
oe�
ients diagonaux non nuls.Cela donne une façon très 
ommode, et très systématique, d'étudier l'inversibilité d'une matri
e.Exemples 5.2.12 1. Inversibilité de M =




0 2 1 0

1 0 0 2

1 1 0 1

0 1 1 0


 ?



5.3 Cal
ul de l'inverse d'une matri
e 552. Inversibilité de M =




1 2 0 1

2 1 4 0

1 0 0 1

0 1 4 −2


 ?Remarque 5.2.13 • On peut toujours obtenir une réduite de Gauss de M en ne s'autorisant queles opérations élémentaires Li ↔ Lj et Li ← Li + λLj . L'algorithme du pivot que l'on a dé
ritn'utilise en e�et par d'opération de normalisation Li ← λLi.

• En s'autorisant de plus l'opération élémentaire Li ← λLi, on peut toujours obtenir une réduitede Gauss � normalisée �, 
'est-à-dire dont tous les pivots sont égaux à 1.5.2.3 Pivot doubleThéorème 5.2.14 1. Toute matri
e M admet une réduite de Gauss telle que tous les élémentssitués au-dessus des pivots soient nuls. Une telle réduite de Gauss peut toujours être obtenueà l'aide uniquement d'opérations élémentaires du type Li ↔ Lj et Li ← Li + λLj .2. Si on s'autorise également l'opération élémentaire Li ← λLi, on peut trouver une réduite deGauss de M telle que tous les éléments situés au-dessus des pivots soient nuls, et telle quetous les pivots soient égaux à 1.Corollaire 5.2.15 Soit M une matri
e inversible dans Mn(K). Alors la matri
e In est uneréduite de Gauss de M . On peut trouver In à partir de M en e�e
tuant un pivot double sur M .5.3 Cal
ul de l'inverse d'une matri
eSoit M une matri
e inversible. D'après le 
orollaire 5.2.15, on peut se ramener In à l'aide d'un pivotde Gauss double. Ainsi, il existe des matri
es E1, . . . , Eℓ 
orrespondant aux opérations élémentairese�e
tuées sur M , telles que :
Eℓ · · ·E1 ·M = In.Ainsi, en multipliant à droite par M−1 :

M−1 = Eℓ · · ·E1 · In.Ainsi, M−1 est la matri
e obtenue de In en y faisant les mêmes opérations élémentaires (
ores-pondant aux matri
es E1, . . . , Eℓ), dans le même ordre, que 
elles e�e
tuées pour réduire M à In.On résume :Théorème 5.3.1 Soit M une matri
e. M est inversible si et seulement si elle admet une réduitede Gauss triangulaire supérieure à 
oe�
ients diagonaux non nuls. Dans 
e 
as, In est une réduitede Gauss de M , obtenue en e�e
tuant un pivot double sur M , et M−1 est la matri
e obtenue àpartir de In en e�e
tuant les mêmes opérations élémentaires, dans le même ordre.Disposition pratique :On dispose 
�te à 
�te la matri
e M et la matri
e In, et on e�e
tue un pivot sur M , en faisantsimultanément les opérations également sur la matri
e In. Au moment où on obtient une réduitede Gauss triangulaire supérieure à 
oe�
ients diagonaux non nuls, on peut 
on
lure quant àl'inversibilité de M . Dans 
e 
as, on 
ontinue le pivot double, simultanément sur les deux matri
es,jusqu'à l'obtention de la matri
e In à gau
he. Alors la matri
e située à droite est la matri
e M−1.



56 Chapitre 5. Le pivot de GaussExemple 5.3.2 Cal
ul de l'inverse de M =




1 2 1

1 3 2

2 1 0


.On e�e
tue un pivot double sur la matri
e obtenue en juxtaposant la matri
e In :


1 2 1 1 0 0

1 3 2 0 1 0

2 1 0 0 0 1


 L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − 2L1

−→




1 2 1 1 0 0

0 1 1 −1 1 0

0 −3 −2 −2 0 1


 L3 ← L3 + 3L2

−→




1 2 1 1 0 0

0 1 1 −1 1 0

0 0 1 −5 3 1


 L2 ← L2 − L3

L1 ← L1 − L3

−→




1 2 0 6 −3 −1

0 1 0 4 −2 −1

0 0 1 −5 3 1


 L1 ← L1 − 2L2

−→




1 0 0 −2 1 1

0 1 0 4 −2 −1

0 0 1 −5 3 1


 Ainsi, M−1 =



−2 1 1

4 −2 −1

−5 3 1


.5.4 Résolution de systèmes linéaires5.4.1 Dé�nitions et généralitésDéfinition 5.4.1 Soit m et n deux entiers non nuls. Un système de m équations à n in
onnuesest une équation en l'in
onnue X du type :

AX = B,où A ∈Mm,n(K), B ∈Mm,1(K) (matri
e 
olonne), X ∈Mn,1(K).En é
rivant A = (ai,j)16i6m
16j6n

, B =




b1...
bm


 et X =




x1...
xn


, et en identi�ant 
e produit matri
iel
oe�
ient par 
oe�
ient, on retrouve l'expression usuelle sous forme d'un système :





a1,1x1 + · · · + a1,nxn = b1... ...
am,1x1 + · · · + am,nxn = bm.Définition 5.4.2 Soit AX = B un système linéaire de m équations à n in
onnues. L'équation

AX = 0 est appelé système (ou équation) homogène asso
iée au système AX=B.Théorème 5.4.3 Soit AX = B un système linéaire de m équations à n in
onnues. Soit S l'en-semble des solutions du système AX = B, et S0 l'ensemble des solutions du système homogèneasso
ié AX = 0.1. S0 est un sous-espa
e ve
toriel de Rn.



5.4 Résolution de systèmes linéaires 572. Si AX = B admet au moins une solution X0 (appelée solution parti
ulière), alors :
S = {X0 + X, X ∈ S0} = � S0 + X0 �.5.4.2 Résolution du système homogène asso
iéThéorème 5.4.4 Soit A ∈ Mm,n(K), et M une réduite de Gauss de A. Alors l'ensemble dessolutions de l'équation homogène AX = B est égal l'ensemble des solutions de l'équation MX = 0.Par 
onséquent, il su�t de savoir trouver les solutions d'une équation MX = 0, où M est é
he-lonnée, ou en
ore mieux, où M est é
helonnée, nulle au dessus des pivots, et de pivots tous égauxà 1.On utilise alors le théorème 5.1.7 pour trouver une base de l'ensemble des solutions de MX = 0 :il su�t de 
onsidérer la base 
anonique de Rn−k (
oordonnées ne 
orrespondant pas aux pivots),et pour 
haque élément de la base 
anonique, d'exprimer les autres 
oordonnées (
orrespondantaux pivots). La famille de ve
teurs de Rn ainsi obtenue est une base de l'ensemble des solutionsde MX = 0, don
 de AX = 0.Exemple 5.4.5 Soit A =




1 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 2 2 1 0


. Déterminer l'ensemble des ve
teurs X ∈ R5 telsque AX = 0.En e�e
tuant un pivot double sur A, on obtient une réduite de Gauss M de A :

M =




1 0 0 1 −2

0 1 0 0 3

0 0 1 0 −2


Ainsi, l'ensemble des solutions dépend des deux paramètres x4, x5 formant un 
ouple (x4, x5) dans

R2. Considérons la base 
anonique ((1

0

)
,

(
0

1

)) de R2. Les deux solutions 
orrespondant auxvaleurs (x4

x5

)
=

(
1

0

) et (x4

x5

)
=

(
0

1

) forment une base de l'espa
 des solutions de AX = 0.
• Si (x4

x5

)
=

(
1

0

), de la première ligne du produit MX = 0, on tire x1 + x4 − 2x5 = 0, don

x1 = −1. De la deuxième ligne, on tire x2 = −3x5, don
 x2 = 0, puis de même x3 = 0. Ainsi,on obtient le ve
teur −1

0

0

1

0



.

• Si (x4

x5

)
=

(
0

1

), on en déduit de même le ve
teur  0

−3

2

0

1



.Ainsi, −1

0

0

1

0




,




0

−3

2

0

1







est une base de l'espa
e des solutions de AX = 0



58 Chapitre 5. Le pivot de Gauss5.4.3 Trouver une solution parti
ulièreThéorème 5.4.6 Soit A ∈ Mm,n(K), et B ∈ Km. Soit M une réduite de Gauss de A, et soit
k le rang de M , 
'est-à-dire le nombre de lignes non nulles de M . Soit B′ =




b′1...
b′n


 la matri
e
olonne obtenue à partir de B en e�e
tuant les mêmes opérations élémentaires sur les lignes de Bque 
elles e�e
tuées sur A pour parvenir à M .1. L'ensemble des solutions de AX = B est égal à l'ensemble des solutions de MX = B′.2. Le système AX = B en l'in
onnue X ∈ Kn admet au moins une solution si et seulement sipour tout i ∈ [[k + 1, m]], b′i = 0.3. De plus, si M est é
helonnée, nulle au dessus des pivots, et de pivots tous égaux à 1, ennotant j1 < · · · < jk l'empla
ement des k pivots, alors une solution parti
ulière de AX = Best donnée par :

X =




x1...
xn


 , ave
 {

∀i ∈ [[1, k]], xji
= b′i

∀j ∈ [[1, n]] \ {j1, . . . , jk}, xj = 0.Pour e�e
tuer les mêmes opérations sur A que sur B, on dispose la 
olonne B à 
�té de la matri
e
A, et on e�e
tue simultanément les opérations élémentaires sur la matri
e A et sur la matri
e B.Bien sûr, 
e pivot de Gauss peut aussi servir pour l'étude de l'équation homogène (ne faites pasdeux fois le même pivot !)Exemple 5.4.7 Résoudre l'équation (1 1 2

2 1 0

)
·




x

y

z


 =

(
2

3

).5.4.4 De l'existen
e ou de l'uni
ité des solutionsProposition 5.4.8 Soit A ∈ Mm,n(K).1. Pour que AX = B admette au moins une solution pour tout B ∈ Km, il faut que m 6 n.2. Pour que AX = 0 admette une unique solution (don
 pour que AX = B admette au plusune solution, pour tout B ∈ Km), il faut que n 6 m3. Pour que AX = B admette une unique solution pour tout B ∈ Km, il faut que m = n.Attention, 
e sont des 
onditions né
essaires, mais pas su�santes !5.4.5 Systèmes de CramerDéfinition 5.4.9 Un système AX = B est dit de Cramer si et seulement si A est une matri
e
arrée (
'est-à-dire m = n, il y a autant d'équations que d'in
onnues), et que AX = B admet uneunique solution.Proposition 5.4.10 Le système AX = B est de Cramer si et seulement si A est inversible.



5.5 Rang d'une transposée 59Remarque 5.4.11 Le fait pour un système d'être de Cramer ne dépend pas de B. Ainsi, pour toutautre ve
teur 
olonne B′, AX = B′ est aussi de Cramer. Pour espérer obtenir un tel résultat, ilétait don
 bien né
essaire de supposer que A est une matri
e 
arré, au regard de la proposition 5.4.85.5 Rang d'une transposéeLemme 5.5.1 Soit M une matri
e é
helonnée. Alors rg(M) = rg(tM).Remarque 5.5.2 Nous avons présenté le pivot de Gauss, ainsi qu'on a l'habitude de le faire, àl'aide d'opérations sur les lignes. Remarquez que faire des opérations élémentaires similaires surles 
olonnes est aussi possible, et revient à multiplier (à droite 
ette fois) par 
ertaines matri
esélémentaires inversibles. Ainsi, faire des opérations élémentaires sur les 
olonnes ne 
hange pas lerang des matri
es.Théorème 5.5.3 Soit A ∈ Mm,n(K) une matri
e quel
onque. Alors rg(A) = rg(tA).5.6 Complétion d'une famille libre en une baseSoit E un espa
e ve
toriel sur K, de dimension �nie n. Soit (e1, . . . , eℓ) une famille libre de E,et B = (b1, . . . , bn) une base de E. D'après le théorème de 
omplétion d'une famille libre en unebase par ajout de ve
teurs d'une famille génératri
e donnée, on sait qu'en ajoutant des ve
teursbien 
hoisis parmi b1, . . . , bn à la famille (e1, . . . , eℓ), on peut obtenir une base de E. Ci-dessous,je présente une méthode permettant de savoir quels ve
teurs ajouter.Les résultats 
i-dessous ne sont pas au programme ; la méthode est à 
onnaître et àsavoir expliquer.Soit A = [e1, . . . , eℓ]B la matri
e de la famille (e1, . . . , eℓ) dans la base B.Lemme 5.6.1 Soit M une matri
e obtenue de A en e�e
tuant une su

ession d'opérations élé-mentaires sur les 
olonnes de A. Soit c1, . . . cℓ les ve
teurs de E dont les 
oordonnées dans la base
B sont les 
olonnes de M . Alors (c1, . . . , cℓ) est une base de Vect(e1, . . . , eℓ).On a don
 stabilité de l'espa
e ve
toriel engendré par les 
olonnes lorsqu'on fait des opérations surles 
olonnes, 
e qui revient à faire des opérations sur les lignes de la transposée tA. On obtient :Proposition 5.6.2 Soit M une réduite de Gauss de tA. Soit j1 < · · · < jℓ la position des pivots.Alors on obtient une base en 
omplétant (e1, . . . , eℓ) par les ve
teurs bi, i 6∈ {j1, . . . , jℓ}.Exemple 5.6.3 Soit x1 =




1

2

0

1

2



, x2 =




2

4

1

0

0



, x3 =




1

2

1

0

1



, et soit B = (e1, e2, e3, e4, e5) la base
anonique de R5. Montrer que (x1, x2, x3) est libre, et 
ompléter 
ette famille en une base de R5par ajout de ve
teurs de la base B.
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Chapitre 6DiagonalisationDans tout le 
hapitre, K désigne le 
orps R ou C.6.1 Diagonalisation des endomorphismes6.1.1 Obje
tifSoit E un espa
e ve
toriel sur K, et soit f un endomorphisme de E. Le but de la diagonalisationest de trouver, si 
ela est possible, une base B de E dans laquelle la matri
e de E est diagonale :
[f ]B =




λ1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0 λn




.On notera Diag(λ1, . . . , λn) la matri
e diagonale dont les 
oe�
ients diagonaux sont λ1, . . . , λn.Diagonaliser f 
onsiste à donner une telle base ainsi que la matri
e de f dans 
ette base.Les intérêts de la diagonalisation sont multiples. Par exemple :
• Étudier fn, et don
 
al
uler des puissan
es de matri
es An

• Trouver des ra
ines de matri
es ou d'endomorphismes : si la matri
e de f dans une base B est
Diag(λ1, . . . , λn), alors l'endomorphisme g dont la matri
e dans B est Diag(µ1, . . . , µn) telle quepour tout i ∈ [[1, n]], µn

i = λi, véri�e gn = f . On parvient ainsi à 
al
uler des ra
ines de matri
esà 
oe�
ients 
omplexes, ou réels sous des 
onditions plus fortes. On prendra garde au fait qu'onn'obtient pas ainsi toutes les ra
ines d'une matri
e. Par exemple, (0 1

1 0

)2

=

(
1 0

0 1

)
.

• Appli
ation à l'étude des suites ré
urrentes linéaires, des ré
urren
es simultanées d'ordre 1, et
.Dans tout le reste de 
ette partie, E désigne un espa
e ve
toriel de dimension n, et f un endo-morphisme de E.6.1.2 Valeurs propres, ve
teurs propresSoit B = (b1, · · · , bn) une base de E. Dire que [f ]B = Diag(λ1, . . . , λn) signi�e que pour tout
i ∈ [[1, n]], f(bi) = λibi. Ainsi :

(f − λiid)(bi) = 0 soit: bi ∈ Ker(f − λiid).



62 Chapitre 6. DiagonalisationEn parti
ulier, Ker(f − λiid) 6= {0}Ré
iproquement, si l 6∈ {λ1, . . . , λn}, alors la matri
e de f − λid dans la base B est :
[f − λid]B = Diag(λ1 − λ, λ2 − λ, . . . , λn − λ).Il s'agit d'une matri
e diagonale (dont triangulaire supérieure) à 
oe�
ients diagonaux non nuls.Elle est don
 inversible, et Ker(f − λid) = {0}.Cela nous amène à la propostion et à la dé�nition suivantes :Proposition 6.1.1 S'il existe une base B dans laquelle f = Diag(λ1, . . . , λn), alors l'ensemble

{λi, i ∈ [[1, n]]} est l'ensemble des λ ∈ K tels que Ker(f − λid) 6= 0.Définition 6.1.2 1. On appelle valeur propre de f un s
alaire λ tel que Ker(f − λid) 6= {0}.2. Le spe
tre de f est l'ensemble de ses valeurs propres :
Spec(f) = {λ ∈ K | Ker(f − λid) 6= {0}}.3. Un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λ est un ve
teur non nul de Ker(f −λid). C'estdon
 un ve
teur non nul x véri�ant : f(x) = λx.4. Le sous-espa
e propre asso
ié à la valeur propre λ, généralement noté Eλ, est Eλ = Ker(f −

λid). C'est don
 l'ensemble des ve
teurs propres asso
iés à λ, ajoutés de 0.Ainsi, si f est diagonale dans une base B, les 
oe�
ients diagonaux sont (toutes) les valeurspropres, éventuellement répétées, de f , et les ve
teurs de la base B sont des ve
teurs propresasso
iées à 
es valeurs propres. Par 
onséquent, pour diagonaliser un endomorphisme, la première
hose à faire est de trouver les valeurs propres, puis une base du sous-espa
e propre asso
ié.Méthode générale pour trouver les valeurs propresOn résout l'équation à paramètre f(x) − λx = 0. Si on dispose de la matri
e A de f dans une
ertaine base, 
ela revient à résoudre un système (A − λIn)X = 0, don
 un système linéaire de néquations à n in
onnues, ave
 un paramètre λOn 
her
he les paramètres λ pour lesquels 
e système n'admet pas que 0 
omme solution, 
'est-à-dire pour lesquels la solution n'est pas unique, don
 pour lesquels le système n'est pas de Cramer.Ainsi, on re
her
he les paramètres λ pour lesquels A− λIn n'est pas inversible.
• Si n = 2, on a un 
ritère d'inversiblité donné par le déterminant, et est très e�
a
e dans le 
asprésent.
• Si n > 2, on étudie l'inversibilité en e�e
tuant un pivot de Gauss sur la matri
e A − λIn. Leprin
ipe sera le suivant : on re
her
he les valeurs de λ pour lesquels 
ette matri
e est inversible,
e qui impose qu'il y ait un pivot (non nul) sur 
haque 
olonne. L'existen
e de 
e pivot nousamène, au 
ours du pivot, à supposer la non nullité de 
ertaines expression, et don
 d'ex
lure
ertaines valeurs de λ, en nombre �ni. Ces valeurs λ sont les seules valeurs propres possibles de

f , 
e qui ne signi�e pas qu'elles sont e�e
tivement des valeurs propres. Il faut ensuite résoudrele système asso
ié à 
ha
une de 
es valeurs, pour s'assurer que 0 n'est pas la seule solution.Remarquez qu'on sait trouver une base de l'ensemble des solutions d'un tel système, don
 unebase de l'espa
e propre asso
ié à 
ha
une des valeurs propres.Exemple 6.1.3 Trouver les valeurs propres de f 
anoniquement asso
iée à (2 3

1 1

), et donnerune base des espa
es propres 
orrespondant.



6.1 Diagonalisation des endomorphismes 63Exemple 6.1.4 Même question ave
 f de matri
e 3 −4 4

1 −1 8

0 0 2


.Exemple 6.1.5 Un endomorphisme sur un espa
e ve
toriel réel peut ne pas admettre de valeurpropre (réelle). Exemple : f 
anoniquement asso
ié à (0 −1

1 0

).Cas des matri
es triangulaires (inférieures ou supérieures)Théorème 6.1.6 Soit M une matri
e triangulaire, alors les valeurs propres de f 
anoniquementasso
iée à M sont exa
tement les 
oe�
ients diagonaux de MExemple 6.1.7 Spec




1 1 0

0 1 2

0 0 2


 = {1, 2}.Proposition 6.1.8 Un endomorphisme diagonalisable n'ayant qu'une valeur propre est une ho-mothétieCorollaire 6.1.9 Il existe des endomorphismes non diagonalisables.Exemple 6.1.10 Soit f de matri
e (1 1

0 1

). Alors la seule valeur propre de f est 1, mais f n'estpas une homothétie. Don
 f n'est pas diagonalisable, d'après la propriété pré
édente.6.1.3 Etude des sous-espa
es propresThéorème 6.1.11 Les sous-espa
es propres sont en somme dire
te : ∑

λ∈Spec(f)

Eλ =
⊕

λ∈Spec(f)

Eλ.Théorème 6.1.12 Soit λ ∈ Spec(f). Alors Eλ est stable par f .Corollaire 6.1.13 Soit λ ∈ Spec(f). Alors f dé�nit par restri
tion un endomorphisme de
L(Eλ). Cette restri
tion est égale à λidEλ

.Corollaire 6.1.14 Soit F =
⊕

λ∈Spec(f)

. Alors F est stable par f . Soit g la restri
tion de f en unendomorphisme de F . Soit Spec(f) = {l1, . . . , λk}, et soit pour tout i ∈ [[1, k]], ni la dimension de
Eλ, et Bi une base de Eλ. En�n, on note B la base de F , B = (B1, . . . ,Bk), obtenue en juxtaposantles bases Bi. Alors, en adoptant la notation par blo
s :

[g]B =




λ1In1
0 . . . 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0 λkInk


Il s'agit d'une matri
e diagonale dont les 
oe�
ients diagonaux sont les λi, répétés 
ha
un ni fois.



64 Chapitre 6. Diagonalisation6.1.4 Critères de diagonalisationThéorème 6.1.15 Les propositions suivantes sont équivalentes :1. ∑
λ∈Spec(f)

dim Eλ = dimE ;2. f est diagonalisable ;3. f est diagonalisable dans une base de ve
teurs propres ;Corollaire 6.1.16 (E de dimension n)1. f admet au plus n valeurs propres distin
tes.2. Si f admet n valeurs propres distin
tes, alors f est diagonalisable.6.1.5 Polyn�mes annulateursDéfinition 6.1.17 Un polyn�me annulateur de f est un polyn�me P ∈ K[X ] tel que P (f) = 0,les puissan
es de f étant les puissan
es de 
omposition.Théorème 6.1.18 Soit P un polyn�me annulateur de f . Alors toute valeur propre de f est ra
inede P . La ré
iproque est fausse.Cela fournit une autre méthode de re
her
he des valeurs propres : on trouve un polyn�me annula-teur, 
ela nous permet de nous restreindre à un nombre �ni de valeurs propres possibles pour f , àsavoir les ra
ines de 
e polyn�me. Il faut ensuite étudier 
ha
une de 
es ra
ines pour savoir si ouiou non elles sont valeurs propres.Exemple 6.1.19 Valeurs propres des proje
teurs et des symétries, et diagonalisation.6.1.6 Méthode de diagonalisation (Bilan)Je résume la méthode pour diagonaliser un endomorphisme (dim E = n)1. Re
her
her les valeurs propres
• A-t-on fa
ilement une base dans laquelle la matri
e de f est triangulaire ?
• A-t-on de manière évidente un polyn�me annulateur ?
• Sinon, à quelle 
ondition sur λ le système (f−λid)(x) = 0 est-il de Cramer ? (déterminantsi dimE = 2, pivot si dimE > 2)2. Diagonalisabilité
• A-t-on n valeurs propres distin
tes ? Si oui, f est diagonalisable. Cela ne donne que ladiagonalisabilité ; si on veut une base de diagonalisation, il faut aussi faire les étapessuivantes.
• Pour toute valeur propre, trouver une base de Eλ, et don
 sa dimension, par la ré
olutiond'un système linéaire.
• Si ∑

λ∈Spec(f)

dim Eλ < n, alors f n'est pas diagonalisable.
• Si ∑

λ∈Spec(f)

dim Eλ = n, alors f est diagonalisable.3. Diagonalisation (le 
as é
héant)
• Dé
rire la base de diagonalisation, obtenue en juxtaposant les bases des espa
es propres.
• Donner la matri
e (diagonale) de f dans 
ette base.



6.2 Diagonalisation des matri
es 
arrées 656.2 Diagonalisation des matri
es 
arrées6.2.1 Matri
es semblablesDéfinition 6.2.1 Deux matri
es A et B de Mn(K) sont semblables s'il existe P ∈ GLn(K) telque A = P−1BP .Proposition 6.2.2 Il s'agit d'une relation d'équivalen
e.Remarque 6.2.3 Lien ave
 les 
hangements de base.Définition 6.2.4 On dit que A ∈ Mn(K) est diagonalisable si A est semblable à une matri
ediagonale, don
 s'il existe P ∈ GLn(K) telle que D = P−1AP soit diagonale.Diagonaliser A 
onsiste à :1. donner la matri
e diagonale D ;2. donner la matri
e de passage P ;3. rappeler l'égalité D = P−1AP .Dans 
e qui suit, A est une matri
e deMn(K) et f est l'endomorphisme de L(Kn) 
anoniquementasso
ié à A.6.2.2 Prin
ipes et 
ritères de diagonalisationLa diagonalisation de A est équivalente à la diagonalisation de f . En e�et :
• S'il existe P telle que D = P−1AP soit diagonale : P est une matri
e inversible, don
 unematri
e de passage, plus exa
tement la matri
e de passage de la base 
anonique à la base Bformée des 
olonnes de P . Ainsi :

D = P−1AP = [b.c.→ B]−1[f ]b.c.[b.c.→ B] = [f ]B.Par 
onséquent, on a trouvé une base B dans laquelle la matri
e de f est diagonale.
• Ré
iproquement, si on a diagonalisé f , don
 trouvé une base B dans laquelle la matri
e D de

f est diagonale, alors il su�t de poser P = [b.c.→ B] pour avoir la relation de 
hangement debase : D = P−1AP . Cela fournit la diagonalisation de A.On dé�nit don
 de même que pour les endomorphismes :Définition 6.2.5 1. Une valeur propre de A est λ ∈ K tel que A− λIn est non inversible.2. Spec(A) est l'ensemble des valeurs propres de A.3. Un ve
teur propre X ∈ Kn asso
ié à la valeur propre λ est un ve
teur non nul tel que
AX = λX .4. Le sous-espa
e propre Eλ asso
ié à la valeur propre λ est l'ensemble des ve
teurs propres,plus 0 : Eλ = {X ∈ Kn | AX = λX}.Les 
ritères de diagonalisation, ainsi que les méthodes sont les mêmes. Notamment :1. Si A est triangulaire, les valeurs propres de A sont les 
oe�
ients diagonaux.2. Si A admet n valeurs propres distin
tes, alors A est diagonalisable.



66 Chapitre 6. Diagonalisation3. A diagonalisable ⇐⇒ ⊕
λ∈Spec(A)

Eλ = Kn ⇐⇒ ∑
λ∈Spec(A)

dim Eλ = n.4. Soit P ∈ K[X ]. Si P (A) = 0, alors toute valeur propre de A est ra
ine de P .6.2.3 Cas des matri
es 2× 2Théorème 6.2.6 Toute matri
e M de M2(C) est :1. soit égale à λI2, pour une 
ertaine valeur λ ∈ C ;2. soit semblable à une matri
e (λ1 0

0 λ2

), où λ1 6= λ2 sont deux 
omplexes ;3. soit semblable à une matri
e (λ 1

0 λ

), λ ∈ C ;
es trois possibilités étant ex
lusives l'une de l'autre.Les 
as 1 et 2 
orrespondent aux 
as où M est diagonalisable. Les 
as 1 et 3 
orrespondent aux
as où M admet une unique valeur propre. Le 
as 2 
orrespond au 
as où M admet deux valeurspropres distin
tes λ1 et λ2.6.2.4 Une appli
ation : suites dé�nies par une ré
urren
e linéaireSoit (un)n∈N une suite dé�nie par une ré
urren
e d'ordre p : ∀n > 0, un+p = ap−1un+p−1 + · · ·+
a0un. Cette relation peut s'é
rire matri
iellement. Soit :

∀n ∈ N, Un =




un+p−1

un+p−2...
un




et M =




ap−1 ap−2 · · · · · · a0

1 0 · · · 0 0

0
. . . . . . ... ...... . . . 0

...
0 · · · 0 1 0


Alors, pour tout n > 0, Un+1 = MUn, don
 Un = MnU0Pour expli
iter la suite Un, on peut don
 diagonaliser M , si elle est diagonalisable, pour 
al
ulerses puissan
es (remarquez que la dernière ligne de Mn su�t, é
onomisez-vous les 
al
uls)Proposition 6.2.7 Les valeurs propres de M sont les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique.Corollaire 6.2.8 Si les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique sont simples, M est diagonalisable,et (un) est une 
ombinaison linéaire de suites géométriques de raisons 
es ra
ines.Exemple 6.2.9 Cas d'une ré
urren
e d'ordre 2 : 
as de deux ra
ines simples ; d'une ra
ine double.


