
22/10/2008 � Semaine 4 � ECS 3 A. Troes
hExer
i
e 1 � On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur l'intervalle [0;+1[ par f(x) =p1 + x, et la fon
tion g dé�nie sur ℄1;+1[ par g(x) = 1x� 1 .L'objet de l'exer
i
e est l'étude de la suite (un)n2N de nombres réels déterminée parla 
ondition initiale u0 = 1 et les relations de ré
urren
e, valables pour tout n 2 N :u2n+1 = f(u2n) et u2n+2 = g(u2n+1):1. Justi�er l'existen
e de (un)n2N, et montrer que pour tout n 2 N, u2n+1 > 1 etu2n+2 > 0.2. Étudier le sens de variation de g Æ f sur son domaine de dé�nition.3. En déduire que (u4n)n2Nest monotone, et déterminer son sens de variation.4. Montrer que (u4n)n2Nadmet une limite �nie, et déterminer 
ette limite `.5. Véri�er que ` est un point �xe de f et de g.6. Exprimer (u4n+1)n2N, (u4n+2)n2Net (u4n+3)n2Nen fon
tion de (u4n)n2N, f et g.En déduire que 
es trois suites 
onvergent vers des limites que l'on déterminera.Pré
iser l'éventuelle monotonie de 
es suites.7. En déduire que (un)n2N
onverge. Quelle est sa limite ?
Exer
i
e 2 � Soit (un)n2N la suite dé�nie par u0 = 1 et pour tout n 2 N, un+1 =un + 1un .1. Montrer que pour tout n 2 N, un > 1.2. Étudier les variations de (un)n2N. Déterminer sa limite.3. Montrer que pour tout n 2 N� , on a les deux en
adrements suivants :2 6 u2n � u2n�1 6 2 + un � un�1 puis 2n 6 u2n � 1 6 2n + un � 1:4. Montrer que pour tout n 2 N, 1� 1un 6 2nu2n 6 1� 1u2n .5. En déduire un équivalent de (un)n2N.
Exer
i
e 3 � Soit (un)n2N la suite dé�nie par u0 = a > 0 et pour tout n 2 N,un+1 = unp1 + u2n .1. Montrer que (un)n2N
onverge.2. Soit, pour tout n > 1, wn = 1u2n � 1u2n�1 . Cal
uler wn pour tout n > 1.3. En 
al
ulant 1n nXk=1wk de deux manières di�érentes, déterminer la limite de(nu2n)n2N, et en déduire un équivalent simple de (un)n2N.Exer
i
e 4 � Expli
iter, puis donner un équivalent simple de la suite dé�nie paru0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = 3un + vnlorsque 8n 2 N; vn = 4. Même question lorsque 8n 2 N; vn = 2n + 2.


