
03/12/2008 � Semaine 7 � ECS 3 A. Troes
hExer
i
e 1 � Une démonstration 
ombinatoire de la formule du bin�me.Soit a et b deux entiers positifs ou nuls. On appelle 
hemin monotone de (0; 0) vers(a; b) une su

ession de pas de longueur 1 vers la droite ou vers le haut, de point dedépart (0; 0) et de point d'arrivée (a; b).1. Soit a et b deux entiers positifs. Quel est le nombre de 
hemins monotones de(0; 0) à (a; b) ?2. On suppose que l'on dispose de x 
ouleurs di�érentes pour 
olorier les pas àdroite, et y 
ouleurs pour les pas montants. Combien y a-t-il de 
hemins 
oloriésdi�érents de (0; 0) à (a; b) ?3. En 
omptant de deux manières di�érentes les 
hemins 
oloriés de longueur n,retrouver la formule du bin�me pour (x+y)n, dans le 
as où x et y sont entierspositifs.Exer
i
e 2 �1. Montrer par ré
urren
e que  pp!+ p+ 1p !+ � � �+ p+ np ! =  p+ n + 1p+ 1 !.2. Soit E l'ensemble f1; : : : ; p+ n + 1g. Soit k 2 E. Compter le nombre de sous-ensembles de E à p+ 1 éléments dont le plus grand élément est k.3. En 
omptant de deux manières di�érentes le nombre de sous-ensembles à p+1éléments de E, retrouver la formule de la question 1.Exer
i
e 3 � Le but de 
et exer
i
e est de démontrer l'identité suivante, pour tout(m;n) 2 N2 tel que n > m nXk=0(�1)k nk! km! = 0 (1)On rappelle que par 
onvention,  pq! = 0 si p < q.L'identité étant triviale pour n 6 m, on suppose que n > m. Soit E l'ensemble
onstitué des paires d'ensembles (S; T ) tels que T � S � f1; : : : ; ng, et jT j = m. Ondésigne par F le sous-ensemble de E 
onstitué des tels 
ouples (S; T ) tels que jSj soitpair, et G le sous-ensemble de E des 
ouples (S; T ) tels que jSj soit impair.On 
onstruit une appli
ation � : F �! G de la manière suivante : soit (S; T ) 2 F ,et soit x le plus grand élément de f1; : : : ; ng qui ne soit pas dans T . On dé�nit alorsS0 = S [ fxg si x 62 S, et S0 = Sfxg si x 2 S. L'appli
ation � est alors dé�nie sur(S; T ) par : �(S; T ) = (S0; T ).1. (a) Justi�er l'existen
e de x.(b) Montrer que � est bien à valeurs dans G, et que � est une bije
tion.2. En déduire l'identité (1).
Exer
i
e 4 � Soit n 2 N. Si n = 0, [[1; 0℄℄ désigne l'ensemble vide.1. Soit k 2 N. Quel est le nombre de sous-ensembles de [[1; n℄℄ à k éléments ?2. Quel est le nombre de 
es sous-ensembles ne 
ontenant pas deux entiers 
onsé-
utifs ?Indi
ation : On pourra 
onstruire une bije
tion de l'ensemble des parties de[[1; n�k+1℄℄ dans l'ensemble des parties 
onstitées d'éléments 2 à 2 non 
onsé-
utifs de [[1; n℄℄ 
onsistant à é
arter les éléments d'un ensemble les uns desautres. (Essayer de 
omprendre pour des petites valeurs de k).3. Soit pour tout n 2 N, An le nombre de sous-ensembles de [[1; n℄℄ (de 
ardinalquel
onque) ne 
ontenant pas deux entiers 
onsé
utifs.(a) Déterminer A0 et A1.(b) Montrer que pour tout n > 2, An = An�1 +An�2.(
) Quel suite de nombres 
élèbre re
onnaissez-vous ?4. En déduire pour tout n une expression du nombre de Fibona

i Fn 
omme unesomme de 
oe�
ients binomiaux.


