03/12/2008 — Semaine 10 — ECS 1/2 A. Troesch

Exercice 1 — Soit F un K-ev de dimension finie i, n € N*. Soit u et v des endomor-
phismes de E.

1. Démontrer que :

(a) rg(uov) =rgv —dim(Imv N Keru)

(b) rg(uov) =rgu —dim E + dim(Imv + Ker u).
2. En déduire que :

rgu+rgv —dim E < rg(u o v) < inf(rgu,rgv).

Exercice 2 — Soit n un entier naturel non nul, £ = R, [X], et a un nombre réel non
nul. On considére f : E — E définie par f(P) = P(X + «).

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Om note B la base canonique de E. Déterminer A = Matg(f).
3. Montrer que A est inversible et déterminer A~ L.
4.

Montrer que pour tout (p,q) € [0, n]? tel que p < g, on a :

S ()=

Exercice 3 — Soit M = (mi,j)1<i,j<n € Mn(K). On appelle trace de M la somme
des coeflicients diagonaux de M.

1. Trace d’un endomorphisme.
(a) Montrer que la trace tr est une forme linéaire sur My (K).
(b) Montrer que : V(A, B) € M,,(K)?, tr(AB) = tr(BA).
(¢) Montrer que deux matrices semblables ont méme trace. On peut donc
définir la trace d’un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension

finie comme la trace d’une matrice associée dans une base quelconque de
E, cette valeur ne dépendant pas du choix de E.

2. Montrer que pour tout A € M, ,(R), tr( ‘AA) > 0, avec égalité ssi A = 0.
3. Déterminer une base de Ker(p) formée de matrices simples.
4. Caractérisation de la trace

(a) Soit E un K-ev de dimension finie n, et ¢ et ¢’ deux formes linéaires non
nulles sur E.

Montrer que (i, ¢') est lice dans £L(E, K) si et seulement si Ker ¢ = Ker ¢'.

(b) Soit ¢ une forme linéaire non nulle définie sur M, (K) vérifiant
V(4,B) € Ma(K)*, ¢(AB) = p(BA).

Montrer qu’il existe A € K* tel que ¢ = A - tr.

Exercice 4 — Soit £ un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. La nota-
tion f" désigne la puissance de composition (f composé n fois avec lui-méme). Par
convention f0 = id.

+oo
On note Ny = Ker(f*) et Cy, =Im(fx), N= |J Np et C =
k=0

+oo
N Ck.
0

n=
1. Montrer que : Vk € N, N C Niy1 et Cry1 C Ck.
2. Montrer que
(a) N et C sont des sous-espaces vectoriels stables par f
(b) f injectif <= N = {0}
(¢) f surjectif <= C =E.
On suppose désormais que E est de dimension finie.

3. (a) Montrer qu'il existe un entier naturel p (que 'on choisit le plus petit
possible) tel que N, = Npy1 et qu’alors Vi € N, Nty = N,

(b) Montrer que p est aussi le plus petit entier tel que pour tout ¢ € N,
Ciyp = Cp.
(c) En déduire que C = Cj, et N = N,,.
4. Montrer que E = N @ P.

5. (dur) Montrer que (dim Ng41 —dim Ny )ren est décroissante (la suite des noyaux
itérés « s’essouffle »).




