
03/12/2008 � Semaine 10 � ECS 1/2 A. Troes
hExer
i
e 1 � Soit E un K -ev de dimension �nie n, n 2 N� . Soit u et v des endomor-phismes de E.1. Démontrer que :(a) rg(u Æ v) = rg v � dim(Im v \Keru)(b) rg(u Æ v) = rg u� dimE + dim(Imv +Keru).2. En déduire que :rg u+ rg v � dimE 6 rg(u Æ v) 6 inf(rg u; rg v):Exer
i
e 2 � Soit n un entier naturel non nul, E = Rn [X℄, et � un nombre réel nonnul. On 
onsidère f : E ! E dé�nie par f(P ) = P (X + �).1. Montrer que f est un endomorphisme de E.2. On note B la base 
anonique de E. Déterminer A = MatB(f).3. Montrer que A est inversible et déterminer A�1.4. Montrer que pour tout (p; q) 2 [[0; n℄℄2 tel que p < q, on a :qXk=p(�1)q�k kp! qk! = 0:Exer
i
e 3 � Soit M = (mi;j)16i;j6n 2 Mn(K). On appelle tra
e de M la sommedes 
oe�
ients diagonaux de M .1. Tra
e d'un endomorphisme.(a) Montrer que la tra
e tr est une forme linéaire sur Mn(K).(b) Montrer que : 8(A;B) 2Mn(K)2 ; tr(AB) = tr(BA).(
) Montrer que deux matri
es semblables ont même tra
e. On peut don
dé�nir la tra
e d'un endomorphisme d'un espa
e ve
toriel E de dimension�nie 
omme la tra
e d'une matri
e asso
iée dans une base quel
onque deE, 
ette valeur ne dépendant pas du 
hoix de E.2. Montrer que pour tout A 2Mn;p(R), tr( tAA) > 0, ave
 égalité ssi A = 0.3. Déterminer une base de Ker(') formée de matri
es simples.4. Cara
térisation de la tra
e(a) Soit E un K -ev de dimension �nie n, et ' et '0 deux formes linéaires nonnulles sur E.Montrer que ('; '0) est liée dans L(E;K) si et seulement si Ker' = Ker'0.(b) Soit ' une forme linéaire non nulle dé�nie sur Mn(K) véri�ant8(A;B) 2 Mn(K)2 ; '(AB) = '(BA):Montrer qu'il existe � 2 K� tel que ' = � � tr.Exer
i
e 4 � Soit E un K -espa
e ve
toriel et f un endomorphisme de E. La nota-tion fn désigne la puissan
e de 
omposition (f 
omposé n fois ave
 lui-même). Par
onvention f0 = id.On note Nk = Ker(fk) et Ck = Im(fk), N = +1Sk=0Nk et C = +1Tn=0Ck.1. Montrer que : 8k 2 N; Nk � Nk+1 et Ck+1 � Ck.2. Montrer que(a) N et C sont des sous-espa
es ve
toriels stables par f(b) f inje
tif () N = f0g(
) f surje
tif () C = E.On suppose désormais que E est de dimension �nie.3. (a) Montrer qu'il existe un entier naturel p (que l'on 
hoisit le plus petitpossible) tel que Np = Np+1 et qu'alors 8i 2 N; Np+i = Np(b) Montrer que p est aussi le plus petit entier tel que pour tout i 2 N,Ci+p = Cp.(
) En déduire que C = Cp et N = Np.4. Montrer que E = N � P .5. (dur) Montrer que (dimNk+1�dimNk)k2Nest dé
roissante (la suite des noyauxitérés � s'essou�e �).


