
10/12/2008 � Semaine 11 � ECS 1/2 A. TroeshExerie 1 � Soit A = 0�0 �1 �11 0 �11 1 0 1A.1. Déterminer la matrie B = A2 + 2I3.2. Montrer que B2 = B + 2I.3. Déterminer les valeurs propres de B, et les sous-espaes propres assoiés. Best-elle diagonalisable ?4. En utilisant une relation entre les valeurs propres de A et les valeurs propresde B, justi�er que A n'est pas diagonalisable dans M3(R).5. Montrer que B est inversible et exprimer B�1 en fontion des matries B et I.6. On s'intéresse maintenant aux puissanes de B.(a) On pose pour tout n > 2, Xn = (X2 �X � 2)Qn(X) +Rn(X), où Qn etRn sont deux polyn�mes tels que deg(Rn) < 2.Justi�er l'existene et l'uniité de Qn et Rn, et déterminer Rn.(b) En déduire l'expression de Bn en fontion de I, B et n, pour n > 0.() Montrer que l'expression de Bn en fontion de I, B et n qui a été obtenuepour n > 0 est enore valable pour les entiers négatifs.Exerie 2 � Soit E l'espae vetoriel des fontions ontinues sur R, à valeurs réelles.Soit a > 0 un réel donné. À tout f de E, on assoie la fontion Ta(f) dé�nie pourtout x réel par : Ta(f) = 12a Z x+ax�a f(t) dt:1. Montrer que pour tout f de E, Ta(f) est bien dé�nie, et est de lasse C1 sur R.2. Montrer que Ta(f) est onstante ssi f est périodique de période T = 2a.3. Montrer que l'appliation Ta est un endomorphisme de E. Détemriner sonnoyau. Ta est-il surjetif ?4. Soit n > 2 un entier naturel et Rn [X℄ l'espae vetoriel des fontions polyn�mesde degré inférieur ou égal à n. Montrer que la restrition de Ta à Rn [X℄ est unendomorphisme de Rn [X℄.On notera enore Ta ette restrition.5. (a) Montrer que la matrie assoiée à Ta dans la base anonique de Rn [X℄ esttriangulaire supérieure. En déduire les valeurs propres de Ta. Cet endo-morphisme est-il diagonalisable ?(b) Soit f 2 Rn [X℄. Montrer que si le degré de f est égal à 2, f n'est pasveteur propre de Ta.() Montrer que si f est veteur propre de Ta, sa dérivée f 0 l'est également.En déduire les sous-espaes propres de Ta.Exerie 3 � On onsidère la matrie A = �a b d� dans M2(Z). On suppose qu'ilexiste un entier n > 2 tel que An = I2. On veut montrer qu'alors, A12 = I2.On note � l'ensemble des valeurs propres (réelles ou omplexes) de A.1. Montrer que � 2 � si et seulement si �2 � (a+ d)�+ (ad� b) = 0.En déduire que � n'est pas vide.2. Véri�er que la matrie A véri�e la relation A2 � (a+ d)A+ (ad� b)I2 = 0.3. Montrer que � véri�e l'une et seulement l'une des deux propositions suivantes :(i) � � f�1; 1g(ii) il existe un entier p tel que 1 6 p < n2 , et � = fe 2 i p�n ; e�2 ip�n g.Que peut-on dire, dans e as, du nombre 2 os � 2p�n � ?4. On suppose Card(�) = 2. En étudiant les di�érents as, montrer que A12 = I2.5. On suppose que � = 1, et que A 6= I2.(a) En utilisant la question 2, montrer que Ker(A� I2) = Im(A� I2).(b) En déduire que A est semblable à T = �1 10 1�.() Caluler T k pour tout k > 1. En déduire une ontradition.6. Montrer que si � = �1 et A 6= �I2, on arrive également à une ontradition.7. Conlure.


