
17/12/2008 � Semaine 12 � ECS 1/2 A. TroeshSoit (�1; : : : ; �n) 2 C n ; on onsidère la matrie :C(�1; : : : ; �n) = 0BBB��1 �2 � � � �n�n �1 � � � �n�1... ... ...�2 �3 � � � �1 1CCCAChaque ligne se déduisant de la préédente par une permutation irulaire (onsistanten un dealage d'un rang vers la droite et retour en tête de l'élément �nal de la lignepréédente). Une telle matrie est appelée matrie irulante.1. On onsidère la matrie J = C(0; 1; 0 : : : ; 0).Déterminer les valeurs propres omplexes de J et les sous-espaes propres or-respondant2. (a) Exprimer J à l'aide des matries Ei;j de la base anonique de Mn(C ).(b) Pour k 2 [[1; n℄℄, aluler Jk et montrer que C(�1; : : : ; �n) peut s'exprimeromme une ombinaison linéaire des matries Jk.() Montrer que C(�1; : : : ; �n) est diagonalisable, et déterminer une ma-trie � semblable à C(�1; : : : ; �n). Déterminer les valeurs propres deC(�1; : : : ; �n).
Soit E un espae vetoriel sur K (= R ou C ), de dimension �nie.1. Soient u1 et u2 deux endomorphismes de E.Montrer que dim(Ker(u1 Æ u2)) 6 dim(Ker(u1)) + dim(Ker(u2)).2. Généraliser e résultat en prouvant que quels que soient les endomorphismesu1; : : : ; un de E, on a :dim(Ker(u1 Æ u2 Æ � � � Æ un)) 6 nXk=1 dim(Ker(uk)):3. On suppose dans ette question que K = C , et on onsidère u 2 L(E) tel queu3 = Id. Montrer que u est diagonalisable.4. Plus généralement, soit u 2 L(E) tel qu'il existe un polyn�me annulateur de uà raines simples. Montrer que u est diagonalisable.5. Réiproquement, soit u un endomorphisme de E diagonalisable. Montrer queu admet un polyn�me annulateur à raines simples.
Exerie 1 � On onsidère la matrie A = �a b d� dans M2(Z). On suppose qu'ilexiste un entier n > 2 tel que An = I2. On veut montrer qu'alors, A12 = I2.On note � l'ensemble des valeurs propres (réelles ou omplexes) de A.1. Montrer que � 2 � si et seulement si �2 � (a+ d)�+ (ad� b) = 0.En déduire que � n'est pas vide.2. Montrer que � véri�e l'une des deux propositions suivantes :(i) � � f�1; 1g(ii) il existe un entier p tel que 1 6 p < n2 , et � = fe 2 i p�n ; e�2 ip�n g.Que peut-on dire, dans e as, du nombre 2 os � 2p�n � ?3. On suppose Card(�) = 2. En étudiant les di�érents as, montrer que A12 = I2.4. On suppose que � = f1g, et que A 6= I2.(a) Montrer que Ker(A� I2) = Im(A� I2).(b) En déduire que A est semblable à T = �1 10 1�.() Caluler T k pour tout k > 1. En déduire une ontradition.5. Montrer que si � = f�1g et A 6= �I2, on arrive également à une ontradition.6. Conlure.


