
01/10/2008 � Semaine 3 � ECS 1/2 A. TroeshSoit p 2 N� , et q 2 [[0; p℄℄. Soit, pour tout n 2 N, un =  pnqn!:1. (a) Étudier l'existene et la valeur ` de la limite de � unun�1�n2N�.(b) Montrer que Punxn CVA si jxj 6 1̀ , et DVG si jxj > 1̀ .2. On pose, pour tout n 2 N, u0n = un`n .(a) Montrer que nXk=1 1k �+1 lnn.(b) Montrer que pour tout n 2 N� :ln(u0n)�ln(u0n�1) = p�1Xk=1 ln�1� knp��q�1Xk=1 ln�1� knq��p�q�1Xk=1 ln�1� kn(p� q)�() En déduire que : lnu0n � lnu0n�1 = � 12n +O� 1n2�.(d) En déduire que : lnu0n �+1�12 lnn.(e) En étudiant la limite de (ln(nu0n))n2N�, déterminer la nature de Pu0n.3. (a) Justi�er que (u0n)n2Nest de limite nulle, et est déroissante à partir d'unertain rang.(b) Soit, pour tout n 2 N, Sn = nXk=0(�1)nu0n. En onsidérant les deux suites(S2n)n2Net (S2n+1)n2N, déterminer la nature de P(�1)nu0n.Préliminaire : Montrer que si (un)n2N est une suite réelle onvergente de limite a,stritement positive, alors il existe un entier naturel n0 tel que, pour tout n supérieurou égal à n0 : un > a2 .On onsidère la fontion f dé�nie pour tout réel x par : f(x) = x(1� x), et la suite(un)n2N dé�nie par la donnée de u0 élément de ℄0; 1[ et la relation de réurrene :un+1 = f(un) pour tout entier naturel n.1. Étudier les variations de f .2. (a) Montrer que pour tout entier naturel n : 0 < un < 1n+ 1 et en déduire lalimite de la suite (un)n2N.(b) Pour tout entier naturel n, on pose : vn = nun. Montrer que la suite(vn)n2N est roissante. En déduire qu'elle onverge et que sa limite Lappartient à ℄0; 1℄.() Pour tout entier naturel n, on pose : wn = n(vn+1 � vn). Montrer que lasuite (wn)n2Nonverge et que sa limite vaut L(1� L).3. On suppose L 6= 1, montrer en utilisant le préliminaire qu'il existe un entiernaturel n0 tel que 8n > n0; vn+1 � vn > L(1� L)2n :En déduire que dans e as limn!+1 vn = +1. En déduire que L = 1.4. Montrer à l'aide de la question 3(b) que : un �+1 1n .Soit Pun une série à termes positifs divergente, u0 6= 0. On pose, pour tout n 2 N,Un = nXk=0uk:1. Que peut-on dire deX unUn lorsque �unUn�n2N� ne onverge pas vers 0 ?2. On suppose que la suite �unUn�n2N� onverge vers 0. Montrer que Un�1 �+1Un,puis que ln�Un�1Un � �+1�unUn :Que peut-on dire de la série X unUn ?3. Soit � 2 [0; 1℄. Déterminer la nature de la série X unU�n .4. Soit � > 1. Comparer, pour tout n 2 N� , unU�n et Z UnUn�1 dxx� , et en déduire lanature de la série X unU�n .


