
19/11/2008 � Semaine 8 � ECS 1/2 A. Troes
hExer
i
e 1 � Relation d'Euler1. Soit f une fon
tion de 
lasse C1 dé�nie sur R2 . On suppose qu'il existe � > 0tel que : 8(x; y) 2 R2 ; f(tx; ty) = t�f(x; y)(on dit que f est homogène de degré �).Montrer que : 8(x; y) 2 R2 ; x�f�x (x; y) + y �f�y (x; y) = �f(x; y):2. Ré
iproquement, soit f une fon
tion de 
lasse C1 dé�nie sur R2 telle que :9� > 0; 8(x; y) 2 R2 ; x�f�x (x; y) + y �f�y (x; y) = �f(x; y):Montrer que f est homogène de degré �.3. Trouver, à l'aide de 
e qui pré
ède, toutes les fon
tions f de 
lasse C1 sur R2telles que : 8(x; y) 2 R2 ; x�f�x (x; y) + y �f�y (x; y) =px4 + y4:
Exer
i
e 2 � Plan tangent en (0; 0) du graphe de la fon
tion dé�nie au voisinage de(0; 0) par f(x; y) = 1p2 + x+ ln(1 + y) :Exer
i
e 3 � Soit f : R ! R de 
lasse C2, et g : R2 ! R dé�nie par :g(x; y) = 8<: f(x)� f(y)x� y si x 6= yf 0(x) si x = y:Le but de l'exer
i
e est de montrer que g est de 
lasse C1 sur R2 . Soit x0 2 R.1. Montrer que la limite de g lorsque (x; y) tend vers (x0; x0), ave
 x 6= y, estf 0(x0). En déduire que g est 
ontinue sur R2 .2. Pour h 2 R� , exprimer g(x0 + h; x0)� g(x0; x0)h en fon
tion de f .Déterminer la limite de 
ette expression à l'aide d'une formule du 
ours.3. Pour x 6= y 
al
uler �g�x(x; y) en fon
tion de (x; y), et déterminer sa limite.En déduire que g est de 
lasse C1 sur R2 .
Exer
i
e 4 � Soit U un ouvert de R2 , et f : U ! R de 
lasse C2. On appelle lapla
iende f la fon
tion �f = �2f�x2 + �2f�y2 :On dit que f est harmonique si �f = 0.1. Pour (x; y) 2 R2 , soit z = x + iy, et f(x; y) = ln jeze�z j: Montrer que f estharmonique sur R2 .2. Soit f une fon
tion de 
lasse C3, harmonique sur U . Montrer que �f�x , �f�y ety �f�x + x�f�y sont harmoniques.3. Montrer que la fon
tion dé�nie par f(x; y) = Ar
tan xy est harmonique surR� � R.


