19/11/2008 — Semaine 8 — ECS 1/2 A. Troesch

Exercice 1 — Relation d’Euler

1. Soit f une fonction de classe C! définie sur R?. On suppose qu’il existe o > 0
tel que :
V(z,y) €R®, f(te,ty) =t f(a,y)

(on dit que f est homogeéne de degré «).

. > Of of _
Montrer que : V(z,y) € R”, T (z,y) + yay (z,y) = af(z,y).

2. Réciproquement, soit f une fonction de classe C! définie sur R? telle que :

; af af
> 2 gL - = )
Ja 20, VY(z,y) ER7, wax(w,y)-#yay(w,y) af(w,y)

Montrer que f est homogéne de degré a.

3. Trouver, & l'aide de ce qui précéde, toutes les fonctions f de classe C! sur R?
telles que :

. 0 0
V) € B, o5l +yg @) = VaTE

Exercice 2 — Plan tangent en (0, 0) du graphe de la fonction définie au voisinage de
(0,0) par
1

o) = Ty

Exercice 3 — Soit f : R — R de classe C?, et g : R> — R deéfinie par :

fl@) = fly) .
g(z,y) = r—y sie#y
f'(x) siz=uy.

Le but de I’exercice est de montrer que g est de classe C' sur R%. Soit xp € R.

1. Montrer que la limite de g lorsque (z,y) tend vers (zo,zo), avec  # y, est
f'(x0). En déduire que g est continue sur RZ.

g(xo + h, To) — g(o, To)

2. Pour h € R", exprimer en fonction de f.

h
Déterminer la limite de cette expression a ’aide d’une formule du cours.

0 . . .
3. Pour z # y calculer —g(z‘,y) en fonction de (z,y), et déterminer sa limite.

Oxr

En déduire que g est de classe C' sur R?.

Exercice 4 — Soit U un ouvert de R?, et f : U — R de classe C?. On appelle laplacien
de f la fonction
_0°f | 9*f
f= a2 Vo
On dit que f est harmonique si Af = 0.

ze”*

1. Pour (z,y) € R?, soit z = = + iy, et f(z,y) = Inle |. Montrer que f est

harmonique sur R?.

2. Soit f une fonction de classe C®, harmonique sur U. Montrer que g—f, ? et
€ Y
y% + z‘% sont harmoniques.
ox dy
3. Montrer que la fonction définie par f(z,y) = Arctan L st harmonique sur
Y

R* x R.




