
26/11/2008 � Semaine 9 � ECS 1/2 A. Troes
hExer
i
e 1 � Soit E un R-espa
e ve
toriel.1. Soit f 2 L(E), et g un proje
teur de E. Montrer que :Ker(f Æ g) = Ker(g)� (Ker f \ Img):2. Soit f un proje
teur de E, et g 2 L(E). Montrer que :Im(f Æ g) = Im(f) \ (Ker f + Img):3. Soit g un proje
teur, alors id � g est un proje
teur et Ker g = Im(id � g), etIm(g) = Ker(id� g).4. Soit f et g deux proje
teurs de E. Montrer que f Æ g est un proje
teur si etseulement si :Im(f) \ (Ker(f) + Im(g)) � Im(g)� (Ker f \Ker g):
Exer
i
e 2 � Matri
es symétriques - antisymétriquesSoit n un entier naturel non nul, on note Sn l'ensemble des matri
es symétriques deMn(K), et An l'ensemble des matri
es antisymétriquesdeMn(K).1. (a) Montrer que An et Sn sont deux sous-espa
es ve
toriels de Mn(K) donton pré
isera les dimensions.(b) Montrer que Sn et An sont supplémentaires dans Mn(K).2. Soit A une matri
e de Mn(K), on 
onsidère l'appli
ation f : An ! Mn(K)telle que f(M) = tA �M +M � A.(a) Montrer que f peut être 
onsidéré 
omme un endomorphisme de An.(b) Montrer que tr(f) = (n � 1) tr(A) (on rappelle que deux matri
es sem-blables ont même tra
e)3. (a) Soit N une matri
e de Sn. Montrer que N = 0() tr(N2) = 0.(b) Soit (A;B) 2 S2n. Montrer queAB = BA() tr((AB �BA)4) = 0:
Exer
i
e 3 � Soit E un K espa
e ve
toriel de dimension �nie non nulle n, et E1 etF1 deux sous-espa
es ve
toriels de E tels que E = E1 + F1.1. Montrer l'existen
e d'un sous-espa
e ve
toriel E2 in
lus dans F1 et d'un sous-espa
e ve
toriel F2 in
lus dans E1 tels queE = E1 �E2 et E = F1 � F2:2. Soit s la symétrie ve
torielle par rapport à E1 de dire
tion E2, et s0 la symétriepar rapport à F1 de dire
tion F2. Démontrer que s0 Æ s = s Æ s0.3. Démontrer que s0 Æ s est une symétrie ve
torielle dont on pré
isera les éléments
ara
téristiques.Exer
i
e 4 � Soit f 2 L(R3) telle que f 6= 0, et f2 = 0. Montrer qu'il existe unebase de R3 dans laquelle la matri
e de f est égale à 0� 0 0 00 0 10 0 0 1A.


