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i
e 1 �1. Étude de la diagonalisabilité de ACher
hons les valeurs propres de A, 
'est-à-dire les valeurs (dans R, ou éventuellement dans C ) pourlesquelles A � �I4 n'est pas inversible. Pour 
ela, nous e�e
tuons un pivot de Gauss sur la matri
eA� �I4 :0BB�3� � �1 �2 12 �� �2 12 �2 �1� � 24 �4 �4 5� �1CCA L1 $ L4�! 0BB� 4 �4 �4 5� �2 �� �2 12 �2 �1� � 23� � �1 �2 1 1CCA L2  2L2 � L1L3  2L3 � L1L4  4L4 � (3� �)L1�! 0BB�4 �4 �4 5� �0 4� 2� 0 �� 30 0 2� 2� �� 10 8� 4� 4� 4� ��2 + 8�� 111CCA L4  L4 � 2L2�! 0BB�4 �4 �4 5� �0 4� 2� 0 �� 30 0 2� 2� �� 10 0 4� 4� ��2 + 6�� 51CCA L4  L4 � 2L3�! 0BB�4 �4 �4 5� �0 4� 2� 0 �� 30 0 2� 2� �� 10 0 0 ��2 + 4�� 31CCA = 0BB�4 �4 �4 5� �0 �2(�� 2) 0 �� 30 0 �2(�� 1) �� 10 0 0 �(�� 1)(�� 3)1CCA=M�Ainsi, la matri
e A � �I4 est non inversible si et seulement si la matri
e triangulaire supérieure obtenuepar des opérations élémentaires est non inversible, si et seulement si les 
oe�
ients diagonaux de 
ettedernière ne sont pas tous non nuls, si et seulement si � = 1; 2 ou 3. Ainsi, l'ensemble des valeurs propresde A est Spe
(A) = f1; 2; 3g.On ne peut pas 
on
lure tout de suite quant à la diagonalisabilité de A, 
ar on n'est pas dans les 
asextrêmes d'une seule valeur propre, ou d'un nombre de valeurs propres égal à l'ordre de la matri
e.Déterminons don
 la dimension des espa
es propres.L'espa
e propre E1.D'après le théorème du rang appliqué à l'endomorphisme de R4 (de dimension �nie) 
anoniquementasso
ié à A� I4, on a :dimE1 = dimR4 � rg(A� �I4) = 4� rg(A� �I4) = 4� rgM1:Or, rgM1 = rg0BB�4 �4 �4 40 2 0 �20 0 0 00 0 0 0 1CCA = 2; don
 dimE1 = 2.On peut dès à présent 
on
lure que A est diagonalisable. En e�et dimE2 > 1 et dimE3 > 1, puisque 2et 3 sont des valeurs propres de A. Ainsi, dimE1 + dimE2 + dimE3 > 4 = dimR4 . Comme les espa
esE1, E2 et E3 sont en somme dire
te, et sont des sous-espa
es ve
toriels de R4 , on a aussi l'inégalitéré
iproque. D'où l'égalité. D'après le théorème de 
ara
térisation des matri
es diagonalisables, A est don
diagonalisable. On a de plus a
quis la dimension des espa
es propres :dimE1 = 2 dimE2 = 1 dimE3 = 1:1



Sa
hant que A est diagonalisable, 
her
hons-en une base de diagonalisation. Pour 
ela, 
ommençons partrouver une base de E1. On a, pour tout X 2 R4 :X 2 E1 () 0BB�4 �4 �4 40 2 0 �20 0 0 00 0 0 0 1CCAX = 0 (L1  L1 + 2L2)() 0BB�4 0 �4 00 2 0 �20 0 0 00 0 0 0 1CCAL'appli
ation ' qui a (x; y; z; t) asso
ie (z; t) (les variables ne 
orrespondant pas à un pivot) est unisomorphisme de E1 dans R2 . Une base de E1 est don
 donnée par l'image ré
iproque par ' de la base
anonique de R2 , soit : �'�1��10�� ; '�1��01��� = 0BB�0BB�10101CCA ;0BB�01011CCA1CCA :On aurait aussi pu remaquer dire
tement que les 
olonnes de la matri
e M1 véri�ent C1 + C3 = 0 etC2 +C4 = 0, 
e qui fournit deux ve
teurs 0BB�10101CCA, 0BB�01011CCA dans le noyau de l'endomorphisme 
anoniquementasso
ié à M1, don
 dans E1. Ces deux ve
teurs n'étant pas 
olinéaires, ils forment une famille libre deE1, qui est de dimension 2. Don
 ils forment une base de E1.L'espa
e propre E2 On a, pour tout X 2 R4 ,X 2 E2 ()M2X = 0() 0BB�4 �4 �4 30 0 0 �10 0 �2 10 0 0 1 1CCAX = 0:Les 
olonnes de M2 véri�ent C1 + C2 = 0, don
 0BB�11001CCA est un élément non nul de E2. Comme E2 est dedimension 1, la famille 
onstituée de 
e seul ve
teur est une base de E2.L'espa
e propre E3 On a, pour tout X 2 R4 ,X 2 E3 ()M3X = 0() 0BB�4 �4 �4 20 �2 0 00 0 �4 20 0 0 01CCAX = 0:Les 
olonnes de M3 véri�ent C3 + 2C4 = 0, don
 0BB�00121CCA est un élément non nul de E3. Comme E3 est dedimension 1, la famille 
onstituée de 
e seul ve
teur est une base de E3.Ainsi, on a : D = P�1AP; où D = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 2 00 0 0 31CCA et P = 0BB�1 0 1 00 1 1 01 0 0 10 1 0 21CCA :Étude de la diagonalisabilité de B.Cher
hons à quelle 
ondition sur � la matri
e B��I4 n'est pas inversible, en e�e
tuant un pivot de Gausssur 
ette matri
e. 2



0BB�3� � 1 0 42 2� � 0 4�2 �1 1� � �4�1 0 0 ��1CCA L1 $ L4�! 0BB� �1 0 0 ��2 2� � 0 4�2 �1 1� � �43� � 1 0 4 1CCA L2  L2 + 2L1L3  L3 � 2L1L4  L4 + (3� �)L1�! 0BB��1 0 0 ��0 2� � 0 4� 2�0 �1 1� � �4 + 2�0 1 0 �2 � 3�+ 41CCA L4 $ L2�! 0BB��1 0 0 ��0 1 0 �2 � 3�+ 40 �1 1� � �4 + 2�0 2� � 0 4� 2� 1CCA L3  L3 + L2L4  (2� �)L2�! 0BB��1 0 0 ��0 1 0 �2 � 3�+ 40 0 1� � �2 � �0 0 0 (�� 2)2(�� 1)1CCA =M�Ainsi, la matri
e B � �I4 est non inversible si et seulement si � 2 f1; 2g (que 
e soit dans R ou dans C ).En
ore une fois, il est impossible de 
on
lure immédiatement quant à la diagonalisabilité de B. Étudionsdon
 les dimensions des espa
es propres.L'espa
e propre E1On a : M1 = 0BB��1 0 0 �10 1 0 20 0 0 00 0 0 0 1CCA. Ainsi M1 est de rang 2.Les opérations élémentaires 
on
ervant le rang, on a don
 rg(B � I4) = 2. D'après le théorème du rangappliqué à l'endomorphisme de R4 (de dimension �nie) 
anoniquement asso
ié à B � I4, on a don
dimE1 = dimR4 � rg(B � I4) = 4� 2 = 2:L'espa
e propre E2On a : M2 = 0BB��1 0 0 �20 1 0 20 0 �1 20 0 0 0 1CCA. Ainsi M2 est de rang 3.Les opérations élémentaires 
on
ervant le rang, on a don
 rg(B � 2I4) = 3. D'après le théorème du rangappliqué à l'endomorphisme de R4 (de dimension �nie) 
anoniquement asso
ié à B � 2I4, on a don
dimE2 = dimR4 � rg(B � 2I4) = 4� 3 = 1:On a don
 dimE1 + dimE2 = 3 < 4, don
 B n'est pas diagonalisable (ni dans R ni dans C ).2. Soit pour tout n 2 N, Xn = 0BB�unvnwntn1CCA. Les relations de ré
urren
e satisfaites par les quatre suites se résumentmatri
iellement par : 8n 2 N; Xn+1 = AXn; d'où 8n 2 N; Xn = AnX0:Cal
ulons don
 An à l'aide de la diagonalisation de A donnée dans la question pré
édente. On a, pourtout n 2 N : An = (PDP�1)n = P (DP�1P )n�1DP�1 = PDn�1DP�1 = PDnP�1:D étant diagonale, on a dire
tement ses puissan
es :8n 2 N; Dn = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 2n 00 0 0 3n1CCA :3



Cal
ulons don
 P�1, à l'aide de la méthode du pivot. Puisque P est une matri
e de passage d'une baseà une autre, elle est inversible. E�e
tuons sur I4 les mêmes opérations élémentaires que 
elles que l'one�e
tue sur P pour la transformer en I4 :0BB� 1 0 1 0 1 0 0 00 1 1 0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 1 00 1 0 2 0 0 0 1 1CCA L3  L3 � L1�! 0BB� 1 0 1 0 1 0 0 00 1 1 0 0 1 0 00 0 �1 1 �1 0 1 00 1 0 2 0 0 0 1 1CCA L4  L4 � L2�! 0BB� 1 0 1 0 1 0 0 00 1 1 0 0 1 0 00 0 �1 1 �1 0 1 00 0 �1 2 0 �1 0 1 1CCA L4  L4 � L3L3  �L3�! 0BB� 1 0 1 0 1 0 0 00 1 1 0 0 1 0 00 0 1 �1 1 0 �1 00 0 0 1 1 �1 �1 1 1CCA L3  L3 + L4�! 0BB� 1 0 1 0 1 0 0 00 1 1 0 0 1 0 00 0 1 0 2 �1 �2 10 0 0 1 1 �1 �1 1 1CCA L1  L1 � L3L2  L2 � L3�! 0BB� 1 0 0 0 �1 1 2 �10 1 0 0 �2 2 2 �10 0 1 0 2 �1 �2 10 0 0 1 1 �1 �1 1 1CCAAinsi, P�1 = 0BB��1 1 2 �1�2 2 2 �12 �1 �2 11 �1 �1 1 1CCA. Faites tout de même la véri�
ation !On a don
, pour tout n 2 N :An = 0BB�1 0 1 00 1 1 01 0 0 10 1 0 21CCA �0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 2n 00 0 0 3n1CCA �0BB��1 1 2 �1�2 2 2 �12 �1 �2 11 �1 �1 1 1CCA= 0BB�1 0 1 00 1 1 01 0 0 10 1 0 21CCA �0BB� �1 1 2 �1�2 2 2 �12n+1 �2n �2n+1 2n3n �3n �3n 3n1CCA= 0BB�2n+1 � 1 �(2n � 1) �2(2n � 1) 2n � 12(2n � 1) 2� 2n �2(2n � 1) 2n � 13n � 1 �(3n � 1) 2� 3n 3n � 12(3n � 1) �2(3n � 1) �2(3n � 1) 2 � 3n � 11CCAVéri�ez que pour n = 0 et n = 1, on retombe bien sur I4 et A !On a don
, pour tout n 2 N :0BB�unvnwntn1CCA = 0BB�2n+1 � 1 �(2n � 1) �2(2n � 1) 2n � 12(2n � 1) 2� 2n �2(2n � 1) 2n � 13n � 1 �(3n � 1) 2� 3n 3n � 12(3n � 1) �2(3n � 1) �2(3n � 1) 2 � 3n � 11CCA �0BB�01231CCA = 0BB�2� 2n+13� 2n+123 1CCA :En passant, 
onstatez que (wn)n2N et (tn)n2N sont 
onstantes, 
e qui était loin d'être évident !4



Exer
i
e 2 �1. (a) Cher
hons les valeurs propres de A (réelles ou 
omplexes), 
'est-à-dire les valeurs � pour lesquellesA � �I4 est non inversible. Pour 
ela, posons � 2 R (ou C ) et e�e
tuons un pivot sur A � �I4 a�nd'é
helonner 
ette matri
e pour savoir si elle est inversible ou non.0BB��� 1 0 00 �� 1 00 0 �� 11 �2 0 2� �1CCA L1 $ L2L2 $ L3L3 $ L4�! 0�1 �2 0 2� �� � 1 0 00 �� 1 00 0 �� 1 1A L1  L1 � (2� �)L4�! 0BB� 1 �2 �(2� �) 0�� 1 0 00 �� 1 00 0 �� 11CCA L1  L1 � �(2� �)L3�! 0BB� 1 �2 + �2(2� �) 0 0�� 1 0 00 �� 1 00 0 �� 11CCA L1  L1 + (2� �2(2� �))L2�! 0BB�1� �(2� �2(2� �)) 0 0 0�� 1 0 00 �� 1 00 0 �� 11CCA = 0BB��(�� 1)3(�+ 1) 0 0 0�� 1 0 00 �� 1 00 0 �� 11CCAAinsi, A��I4 est inversible si et seulement si les 
oe�
ients diagonaux de 
ette matri
e triangulaireinférieure sont tous non nuls, don
 si (�� 1)3(�+ 1) 6= 0. Ainsi, Spe
(A) = f�1; 1g.Vous remarquerez que j'ai préféré me ramener à une matri
e triangulaire inférieure, a�n d'exploiterau mieux les nombreux zéros présents dans la matri
e initiale.Pour déterminer si A est diagonalisable, il nous faut déterminer la dimension des espa
es propresasso
iés aux valeurs propres 1 et �1.Espa
e propre E�1 :D'après les opérations élémentaires 
i-dessus, 
onservant le rang, on a :rg(A+ I4) = rg0BB�0 0 0 01 1 0 00 1 1 00 0 1 11CCA = rg0BB�1 1 0 00 1 1 00 0 1 10 0 0 01CCA = 3Ainsi, d'après le théorème du rang appliqué à l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à A+ I4, ona dimE�1 = 4� 3 = 1.Espa
e propre E1 :De même, on a :rg(A� I4) = rg0BB� 0 0 0 0�1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 11CCA = rg0BB��1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 10 0 0 01CCA = 3Ainsi, d'après le théorème du rang appliqué à l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à A� I4, ona dimE1 = 4� 3 = 1.Par 
onséquent, dimE1 + dimE�1 < 4, don
 A n'est pas diagonalisable.(b) Base de Ker(f � id).Pour tout X 2 R4 , X 2 Ker(f � id)()MX = 0, où M = 0BB��1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 10 0 0 01CCA5



Soit ' l'appli
ation linéaire : ' : Ker(f � id) �! R(x; y; z; t) 7�! t(on ne 
onserve que les 
oordonnées 
orrespondant à des 
olonnes sans pivot dans la matri
e é
helon-née). D'après le 
ours, ' est un isomorphisme, don
 une base de Ker(f � id) est obtenue en prenantl'image ré
iproque par ' de la base 
anonique de R. Cal
ulons don
 '�1(1). Il s'agit du ve
teur(x; y; z; t), ave
 t = 1, véri�ant 8<: �x + y = 0�y + z = 0�z + t = 0Ainsi, z = 1, puis y = 1, puis x = 1. Ainsi, '�1(1) = (1; 1; 1; 1). Par 
onséquent, une base deKer(f � id) est 0BB�0BB�11111CCA1CCA.Base de Ker(f � id)2.Cal
ulons dans un premier temps (A� I4)2 :(A� I4)2 = 0BB��1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 11 �2 0 11CCA �0BB��1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 11 �2 0 11CCA = 0BB�1 �2 1 00 1 �2 11 �2 1 00 1 �2 11CCAEn e�e
tuant les opérations élémentaires L3  L3 �L1 et L4  L4 �L2, on obtient une réduite deGauss égale à M = 0BB�1 �2 1 00 1 �2 10 0 0 00 0 0 01CCAAlors, pour tout X 2 R4 , X 2 Ker(f � id)2 ()MX = 0.Soit ' l'appli
ation linéaire : ' : Ker(f � id) �! R(x; y; z; t) 7�! (z; t)(on ne 
onserve que les 
oordonnées 
orrespondant à des 
olonnes sans pivot dans la matri
e é
he-lonnée). D'après le 
ours, ' est un isomorphisme, don
 une base de Ker(f � id)2 est obtenue enprenant l'image ré
iproque par ' de la base 
anonique de R2 . Cal
ulons don
 '�1(1; 0) et '�1(0; 1).En résolvant MX = 0,� si z = 1 et t = 0, on trouve y = 2 puis x = 3.� si z = 0 et t = 1, on trouve y = �1 puis x = �2.Ainsi une base de Ker(f � id)2 est ('�1(1; 0); '�1(0; 1)) = 0BB�0BB�32101CCA ;0BB��2�101 1CCA1CCA.Base de Ker(f � id)3.Cal
ulons dans un premier temps (A� I4)3 :(A� I4)3 = 0BB�1 �2 1 00 1 �2 11 �2 1 00 1 �2 11CCA �0BB��1 1 0 00 �1 1 00 0 �1 11 �2 0 11CCA = 0BB��1 3 �3 11 �3 3 �1�1 3 �3 11 �3 3 �11CCAEn e�e
tuant les opérations élémentaires L2  L2 +L1, L3  L3�L1 et L4  L4 +L1, on obtientune réduite de Gauss égale à M = 0BB��1 3 �3 10 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA6



Comme pré
édemment, en 
onsidérant ' 
onvenable, on obtient une base de Ker(f � id)3, donnéepar 0BB�0BB�31001CCA ;0BB��3010 1CCA ;0BB�10011CCA1CCA.(
) Analyse : Supposons que (b1; b2; b3; b4) soit une telle base. Alors :� f(b1) = b1, don
 b1 2 Ker(f � id) ;� f(b2) = b1 + b2, don
 b1 = (f � id)(b2) ;� f(b3) = b2 + b3, don
 b2 = (f � id)(b3) ;� f(b4) = �b4, don
 b4 2 Ker(f + id).Ainsi, le 
hoix de b3 détermine 
elui de b1 et b2, et est indépendant du 
hoix de b4. De plus, (f �id)2(b3) = b1 6= 0, alors que (f� id)3(b3) = 0, don
 il va falloir 
hoisir f 2 Ker(f� id)3 nKer(f� id)2.Synthèse :Le ve
teur 0BB�10011CCA est dans Ker(f � id)3, d'après la question pré
édente. De plus, il n'est pas dansKer(f � id)2, 
ar, toujours d'après 
e qui pré
ède, le seul ve
teur de Ker(f � id)2 véri�ant z = 0 ett = 1 est 0BB��2�101 1CCA. On pose don
 :b3 = 0BB�10011CCA ; b2 = (f � id)(b3) = 0BB��1012 1CCA ; b1 = (f � id)(b2) = 0BB�11111CCA :De plus, il faut 
hoisir b4 dans Ker(f + id). Or, A + I4 = 0BB�1 1 0 00 1 1 00 0 1 11 �2 0 31CCA : On a une relationimmédiate entre les 
olonnes : C1 � C2 + C3 � C4 = 0, don
 0BB� 1�11�11CCA est un élément non nul deKer(f + id). Posons b4 égal à 
e ve
teur.Montrons que (b1; b2; b3; b4) est une base de R4 . Pour 
ela, montrons que la matri
e P de 
ette familleest inversible, en en trouvant une réduite de Gauss à l'aide de la méthode du pivot.On 
omplète tout de suite les résultats en faisant les mêmes opérations sur la matri
e I4, puisquenous seront amenés à 
al
uler l'inverse de 
ette matri
e P pour le 
al
ul de An.P = 0BB� 1 �1 1 1 1 0 0 01 0 0 �1 0 1 0 01 1 0 1 0 0 1 01 2 1 �1 0 0 0 1 1CCA L1 $ L2�! 0BB� 1 0 0 �1 0 1 0 01 �1 1 1 1 0 0 01 1 0 1 0 0 1 01 2 1 �1 0 0 0 1 1CCA L2  L2 � L1L3  L3 � L1L4  L4 � L1�! 0BB� 1 0 0 �1 0 1 0 00 �1 1 2 1 �1 0 00 1 0 2 0 �1 1 00 2 1 0 0 �1 0 1 1CCA L2 $ L3�! 0BB� 1 0 0 �1 0 1 0 00 1 0 2 0 �1 1 00 �1 1 2 1 �1 0 00 2 1 0 0 �1 0 1 1CCA L3  L3 + L2L4  L4 � 2L2�! 0BB� 1 0 0 �1 0 1 0 00 1 0 2 0 �1 1 00 0 1 4 1 �2 1 00 0 1 �4 0 1 �2 1 1CCA L4  L4 � L37



�! 0BB� 1 0 0 �1 0 1 0 00 1 0 2 0 �1 1 00 0 1 4 1 �2 1 00 0 0 �8 �1 3 �3 1 1CCAOn obtient une matri
e triangulaire supérieure dont tous les 
oe�
ients diagonaux non non nuls,don
 inversible. Les opérations élémentaires 
onservant le rang, la matri
e P est inversible, don
B = (b1; b2; b3; b4) est une base. Dans 
ette base, la matri
e de f est la matri
e M donnée dansl'énon
é, puisque, par 
onstru
tion, f(b1) = b1, f(b2) = b2 + b1, f(b3) = b3 + b2 et f(b4) = �b4.(d) On dé
ompose M en M = D +N ave
 D = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 �11CCA et N = 0BB�0 1 0 00 0 1 00 0 0 00 0 0 01CCA.On a, pour tout n 2 N, Dn = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 (�1)n1CCA, et :N2 = 0BB�0 0 1 00 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA N3 = 0; et 8n > 3; Nn = 0:De plus, on véri�e aisément que DN = N = ND, don
 N et D 
ommutent. On peut don
 utiliserla formule du bin�me de Newton :8n 2 N; Mn = nXk=0�nk�NkDn�k = Dn + nDn�1N + n(n� 1)2 Dn�2N2:Un 
al
ul fa
ile montre que Dn�1N = N et Dn�2N2 = N2 (ré
urren
e à partir de DN = N , oudire
tement). Ainsi :8n 2 N; Mn = Dn + nN + n(n� 1)2 N2 = 0BB�1 n n(n�1)2 00 1 n 00 0 1 00 0 0 (�1)n1CCA :D'après la formule de 
hangement de base, on a A = PMP�1, don
 :8n 2 N; An = PMP�1PMP�1 � � �PMP�1 = PMnP�1:Terminons le 
al
ul de P�1, en reprenant le pivot à l'endroit on nous l'avions laissé dans la questionpré
édente :�! 0BB� 1 0 0 �1 0 1 0 00 1 0 2 0 �1 1 00 0 1 4 1 �2 1 00 0 0 �8 �1 3 �3 1 1CCA L3  2L3 + L4L2  4L2 + L4L1  8L1 � L4�! 0BB� 8 0 0 0 1 5 3 �10 4 0 0 �1 �1 1 10 0 2 0 1 �1 �1 10 0 0 �8 �1 3 �3 1 1CCAEn e�e
tuant pour �nir L1  18L1, L2  14L2, L3  12L3 et L4  � 18L4, on obtient :P�1 = 18 0BB� 1 5 3 �1�2 �2 2 24 �4 �4 41 �3 3 �11CCA :Une véri�
ation rapide montre qu'on a bien P�1P = I4, don
 nos 
al
uls sont 
orre
ts.8



On a don
, pour tout n 2 N :An = 18 0BB�1 �1 1 11 0 0 �11 1 0 11 2 1 �11CCA �0BB�1 n n(n�1)2 00 1 n 00 0 1 00 0 0 (�1)n1CCA �0BB� 1 5 3 �1�2 �2 2 24 �4 �4 41 �3 3 �11CCA= 18 0BBB�1 �1 + n 1� n+ n(n�1)2 (�1)n1 n n(n�1)2 (�1)n+11 1 + n n+ n(n�1)2 (�1)n1 2 + n 1 + 2n+ n(n�1)2 (�1)n+11CCCA �0BB� 1 5 3 �1�2 �2 2 24 �4 �4 41 �3 3 �11CCA= 18 0BBB�1 �1 + n 1� 32n+ n22 (�1)n1 n �n2 + n22 (�1)n+11 1 + n n2 + n22 (�1)n1 2 + n 1 + 32n+ n22 (�1)n+11CCCA �0BB� 1 5 3 �1�2 �2 2 24 �4 �4 41 �3 3 �11CCANous laisserons le résultat sous 
ette forme. Même si l'énon
é semble dire de 
al
uler 
e produit, nevous laissez pas prendre au piège : vous risquez de perdre une demi-heure en 
al
uls stériles, vousavez plus intéressant à faire.2. (a) Pour tout n 2 N, on a Un+1 = AUn.(b) Ainsi, étant donné n 2 N, on a Un = AnU0, don
 :0BB� unun+1un+2un+31CCA = An0BB�u0u1u2u31CCA = An0BB�01231CCA :En notant (An) = (ai;j)16i;j64, on obtient don
 :un = a1;2 + 2a1;3 + 3a1;4:IL nous faut don
 trois 
oe�
ients de la matri
e An, que nous allons 
al
uler maintenant :� 8a1;2 = 5 + 2� 2n� 4 + 6n� 2n2 � 3(�1)n = 3 + 4n� 2n2 � 3(�1)n:� 8a1;3 = 3� 2 + 2n� 4 + 6n� 2n2 + 3(�1)n = �3 + 8n� 2n2 + 3(�1)n� 8a1;4 = �1� 2 + 2n+ 4� 6n+ 2n2 � (�1)n = 1� 4n+ 2n2 � (�1)nAinsi :8un = 3 + 4n� 2n2 � 3(�1)n � 6 + 16n� 4n2 + 6(�1)n + 3� 12n+ 6n2 � 3(�1)n = 8n:Ainsi, pour tout n 2 N, un = n.Suivant les 
onditions initiales, 
e même 
al
ul aurait toujours donné 
omme résultat, un polyn�medu se
ond degré, plus �0 � 1)n. C'est la solution générale de 
ette ré
urren
e.3. (a) Soit A = 0BBBBBB� 0 1 0 : : : 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . 00 � � � � � � 0 1a0 a1 � � � ap�2 ap�1
1CCCCCCA Alors, pour tout n 2 N, Un+1 = AUn.(b) E�e
tuons un pivot de Gauss sur la matri
e A��Ip pour savoir à quelle 
ondition elle est inversible.Nous nous ramènerons en fait 
omme pré
édemment à une matri
e triangulaire inférieure. Commen-çons par e�e
tuer une permutation 
ir
ulaire des lignes a�n de ramener la dernière ligne en haut :

9



ainsi :rg(A� �Ip) = rg0BBBBBB� a0 a1 � � � ap�2 ap�1�� 1 0 : : : 00 . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 00 � � � 0 �� 1
1CCCCCCA L1 � ap�1Lp

= rg0BBBBBB� a0 a1 � � � ap�2 + �ap�1 0�� 1 0 : : : 00 . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 00 � � � 0 �� 1
1CCCCCCA L1 � (ap�2 + �ap�1)Lp�1

= rg0BBBBBB� a0 � � � (ap�3 + �(ap�2 + �ap�1) 0 0�� 1 0 : : : 00 . . . 1 . . . ...... . . . �� . . . 00 � � � 0 �� 1
1CCCCCCASupposons qu'après un 
ertain nombre d'opérations élémentaires, on soit arrivé, pour un 
ertaink 2 [[1; p� 1℄℄ à :

rg(A� �Ip) = rg0BBBBBBBBBBBBB�
a0 � � � � � � ak�1 (ak + �(ak+1 + � � �+ �(ap�2 + �ap�1))) 0 � � � 0�� 1�� . . . 0�� 1�� 10 �� 1. . . . . .�� 1

1CCCCCCCCCCCCCAE�e
tuons alors l'opération L1  L� 1� (ak + �(ak+1 + � � �+ �(ap�1 + �ap�1)))Lk+1. On obtient :
rg(A��Ip) = rg0BBBBBBBBBBBBB�

a0 � � � � � � ak�1 + �(ak + �(ak+1 + � � �+ �(ap�2 + �ap�1))) 0 0 � � � 0�� 1�� . . . 0�� 1�� 10 �� 1. . . . . .�� 1
1CCCCCCCCCCCCCAAinsi, par un argument de ré
urren
e sur k, on obtient :rg(A� �Ip) = rg0BBBBBBB�(a0 + �(a1 + � � �+ �(ap�2 + �ap�1))) 0 � � � � � � 0�� 1 . . . ...0 �� . . . . . . ...... . . . 1 00 � � � 0 �� 1

1CCCCCCCACette matri
e triangulaire inférieure est non inversible si et seulement si un de ses 
oe�
ients dia-gonaux est nul, don
 si et seulement si(a0 + �(a1 + � � �+ �(ap�2 + �ap�1))) = 0:10



Or, pour tout � 2 R, a0 + �(a1 + � � �+ �(ap�2 + �ap�1))) = a0 + �a1 + � � �+ �pap (fa
torisation del'algorithme de Hörner). Il s'agit don
 du polyn�me 
ara
téristique.Ainsi, les valeurs propres de A sont exa
tement les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique.(
) En parti
ulier, si le polyn�me 
ara
téristique n'admet que des ra
ines simples (dans C ), alors Aadmet p valeurs propres distin
tes (dans C ), don
, puisqu'elle est d'ordre p, elle est diagonalisable. Ilexiste don
 une matri
e inversible P et des 
omplexes l1; : : : ; �p, ra
ines du polyn�me 
ara
téristique,tels que :A = P 0B��1 0 00 . . . 00 0 �p1CAP�1 puis: 8n 2 N� ; An = P 0B��n1 0 00 . . . 00 0 �np1CAP�1:Chaque 
oe�
ient de An est don
 une 
ombinaison linéaire (dont les 
oe�
ients sont dé�nis par
eux de P et de P�1) des expressions �ni . Or, pour tout n 2 N,Un = AnU0;Ainsi, la première 
oordonnée un est 
ombinaison linéaire des �ni . On retrouve bien la des
riptionusuelle de la solution générale des suites dé�nies par une ré
urren
e linéaire don
 le polyn�me
ara
téristique est à ra
ines simples.Problème � (Étude de sous-espa
es stables par un endomorphisme) (ESCP-EAP S
ienti�que 2001)Partie I � Préliminaire.1. Soit x 2 KerP (f), don
 P (f)(x) = 0. Alors :P (f)(f(x)) = nXk=0 akfk(f(x)) = nXk=0 akf(fk(x));et, par linéarité de f : P (f)(f(x)) = f  nXk=0 akfk(x)! = f(P (f)(x)) = f(0) = 0:Ainsi, f(x) 2 KerP (f). On en déduit la stabilité de KerP (f) par f .2. (a) Soit D une droite de E stable par f , et x un élément non nul de D. Alors D = Rx. Puisque Dest stable par f , on a alors f(x) 2 D, don
 f(x) 2 Rx, et par 
onséquent, il existe � 2 R tel quef(x) = �x. Puisque x est non nul, on en déduit que � est une valeur propre, et que x est un ve
teurpropre asso
ié à la valeur propre �. Ainsi, D est engendrée par un ve
teur propre.Ré
iproquement, soit D une droite engendrée par un ve
teur propre x, asso
ié à une valeur propre�. Ainsi, D = Rx. Soit y 2 D. Ainsi, il existe � 2 R tel que y = �x. On a alors :f(y) = f(�x) = �f(x) = ��x;Ainsi, f(y) 2 D. On en déduit que D est stable par f .(b) D'après la question pré
édente, il su�t de déterminer les ve
teurs propres de B. La matri
e B étantdiagonale, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, don
 Spe
(B) = f1; 2g.Sous-espa
e propre E1On a B�I3 = 0�0 1 00 0 00 0 11A. En faisant une permutation 
y
lique des lignes (L1 $ L2 puis L2 $ L3),on obtient une matri
e é
helonnée ayant deux lignes non nulles, don
 de rang 2. Les opérationsélémentaires 
onservant le rang, rg(B� I3) = 2. D'après le théorème du rang, appliqué à l'endomor-phisme de R3 (de dimension �nie) 
anoniquement asso
ié à B� I3, on en déduit que son noyau, égalà E1, est de dimension 1. De plus, les 
olonnes de B� I3 véri�ent la relation C1 = 0, don
 le ve
teur11



e1 = 0�1001A est dans E1. En tant que ve
teur non nul de E1, de dimension 1, il forme à lui seul unebase de E1.Sous-espa
e propre E2On a B � 2I3 = 0�1 1 00 1 00 0 01A. C'est une matri
e é
helonnée ayant deux lignes non nulles, don
de rang 2. D'après le théorème du rang, appliqué à l'endomorphisme de R3 (de dimension �nie)
anoniquement asso
ié à B � 2I3, on en déduit que son noyau, égal à E2, est de dimension 1. Deplus, les 
olonnes de B� 2I3 véri�ent la relation C3 = 0, don
 le ve
teur e3 = 0�0011A est dans E2. Entant que ve
teur non nul de E2, de dimension 1, il forme à lui seul une base de E2.Ainsi, les ve
teurs propres étant soit 
olinéaires à e1 soit 
olinéaires à e3, les deux seules droitesengendrées par des ve
teurs propres sont Re1 et Re3 . Ce sont don
 les deux seules droites stablespar g (de bases respe
tives (e1) et (e3))3. Soit p un entier naturel non nul.(a) Soit F1; : : : ; Fp des sous-espa
es ve
toriels de E stables par f . Soit x un élément de pPk=1Fk. Alors, ilexiste (x1; : : : ; xp) dans F1 � � � � � Fp tel quex = x1 + � � �+ xp; don
: f(x) = f(x1) + � � �+ f(xp):Or, les sous-espa
es Fk, k 2 [[1; p℄℄, étant stables par f , pour tout k 2 [[1; p℄℄, f(xk) 2 Fk . On endéduit que f(x) est élément de F1 � � � � � Fp.Ainsi, pPk=1Fk est un sous-espa
e ve
toriel stable par f .(b) D'après la question pré
édente, il su�t de montrer que 
haque espa
e Ker(f � �kIdE)nk , k 2 [[1; p℄℄,est stable par f .Or, pour tout k 2 [[1; p℄℄, (f � �kIdE)nk est un polyn�me en f , don
 son noyau est stable par fd'après la question I-1.4. (a) Soit � un réel. Soit F un sous-espa
e ve
toriel de E stable par f . Soit x 2 F . Alors f(x) 2 F , et
omme F est un sous-esa
e ve
toriel, �x 2 F , don
, f(x)��x 2 F . Don
 F est stable par f ��IdE .Soit F un sous-espa
e ve
toriel de E stable par f � �IdE , et soit x 2 F . Alors f(x) � �x 2 F . Deplus, F étant un sous-espa
e ve
toriel de E, �x 2 F , don
 f(x)��x+�x est dans F , puis f(x) 2 F .Don
 F est stable par F .Par 
onséquent, les sous-espa
es vetoriels de E stables par f sont exa
tement 
eux stables parf � �IdE .(b) Soit F un sous-espa
e ve
toriel stable par f . Soit x 2 F . Alors f(x) 2 F , puisque F est stable parf , puis f(f(x)) 2 F , don
 f2(x) 2 F . Ainsi, F est stable par f2.Ainsi, tout sous-espa
e ve
toriel stable par f est aussi stable par f2La ré
iproque est fausse. En e�et, 
onsidérons A = �0 11 0� et f 
anoniquement asso
ié. Soit (e1; e2)la base 
anonique de R2 . Alors f(e1) = e2, don
 Re1 n'est pas stable par f . En revan
he, A2 = I2,don
 f2 = IdR2, don
 Re1 est évidemment stable par f2.(
) Soit f un automorphisme de E. Soit F un sous-espa
e de E stable par f . Alors f(F ) � F . Soitalors g l'endomorphisme de F obtenu en restreignant f à F (
ela donne bien un endomorphisme deF du fait que f(F ) � F ). f étant inje
tive, g l'est également. De plus, E étant de dimension �nie,F l'est également. Ainsi, g étant un endomorphisme inje
tif d'un espa
e de dimension �nie, g estun automorphisme de F . On en déduit que pour tout x 2 F , il existe (un unique) y 2 F tel queg(y) = x, don
 tel que f(y) = x. Par dé�nition, f étant bije
tive, on a alors y = f�1(x). Ainsi, pourtout x 2 F , f�1(x) est un élément de F . On en déduit que F est stable par f�1Ainsi, tout sous-espa
e stable par f est stable par f�1, et ré
iproquement.(La ré
iproque est obtenue en appliquant le sens dire
t à l'automorphisme g = f�1)12



(d) Soit f un endomorphisme de E laissant stable tout sous-espa
e ve
toriel de E. En parti
ulier, illaisse stable toute droite de E.Première méthode.On en déduit que pour tout x 2 E, f(x) 2 Rx, puisque Rx est stable par f , don
 x et f(x) sont liés.Un exer
i
e fait en TD nous assure alors que f est une homothétie (je vous renvoie à vos notes pourune 
orre
tion).Deuxième méthode.Toute droite est stable par f . Or, les droites stables sont exa
tement 
elles engendrées par desve
teurs propres. Par 
onséquent, tout ve
teur non nul est ve
teur propre de f .Supposons que f admette deux valeurs propres distin
tes � et �. Les deux espa
es propres E� etE� sont en somme dire
te. Par 
onséquent, si x et y sont deux ve
teurs propres asso
iés à � et �(don
 non nuls), x + y n'appartient ni à E� ni à E� (sinon x 2 E� ou y 2 E�, 
e qui 
ontrediraitque la somme est dire
te). Ainsi, tout ve
teur non nul (
'est le 
as de x+ y, toujours du fait que lasomme est dire
te) étant ve
teur propre de f , on en déduit que x+ y est un ve
teur propre asso
iéà une valeur propre �, distin
te de � et �. Alors x+ y 2 E� \ (E� +E�). Cette interse
tion est don
non réduite à f0g. On en déduit que la somme E� + E� + E� n'est pas dire
te, 
e qui 
ontredit unthéorème du 
ours sur les espa
es propres.Ainsi, f ne peut pas admettre deux valeurs propres distin
tes. Ainsi, tout ve
teur non nul de E estve
teur propre de la même valeur propre �, don
 pour tout x 2 E non nul (et nul aussi), f(x) = �x.Par 
onséquent, f est une homothétie.(e) Un tel endomorphisme ne doit pas admettre de valeur propre (dans R), sinon il admet un ve
teurpropre, et don
 il existe une droite stable, d'après la question I-2a.Ré
iproquement, un endomorphisme de R2 n'admettant par de valeur propre réelle n'admet au
unve
teur propre, don
 il n'existe au
une droite stable par f . Les espa
es stables sont don
 né
essaire-ment de dimension di�érente de 1, don
, puisque 
e sont des sous-espa
e de R2 , ils ne peuvent êtreégaux qu'à f0g ou R2 .Soit A = �0 �11 0 �, et f 
anoniquement asso
ié. Alors A� �I2 est non inversible si et seulement sison déterminant est nul, don
 si et seulement si0 = ����� �11 � ���� = �2 + 1:Il n'existe pas de réel � satisfaisant 
ette équation , don
 Spe
R(f) = ?. D'après l'argument pré
é-dent, les seuls sous-espa
es de R2 stables par f sont don
 R2 et ?.5. (a) C'est une question de 
ours.Soit H un hyperplan, et S un supplémentaire. Alors S est de dimension 1, don
 engendré par unve
teur x. On a alors H �Rx = E. On dé�nit ' : E �! R par '(y) = �, où y = h+�x est l'uniquedé
omposition de y sous la somme H � Rx. Alors ' est une forme linéaire non nulle sur E, et demanière évidente, H = Ker'.Ré
iproquement, soit ' une forme linéaire non nulle sur E. Alors, E étant de dimension �nie, d'aprèsle théorème du rang, dimE = dim Im'� dimKer':De plus, Im' est un sous-espa
e ve
toriel de R, non réduit à f0g (
ar ' est non nulle), don
 Im' = R.Ainsi : dimKer' = dimE � 1;et on en déduit que Ker' est un hyperplan de E.(b) Soit ' une forme linéaire non nulle sur E, et H = Ker'.i. L'énon
é 
omporte visiblement une erreur, tel qu'il est é
rit, il y a in
ohéren
e des espa
esd'arrivée et de départ, puisque ' Æ f est une appli
ation de E dans R, alors que �f est uneappli
ation de E dans E. Il s'agit sûrement de �', 
e que nous allons véri�er.Supposons que H est stable par f . Soit S un supplémentaire de H , S = Rx. Alors '(f(x)) et'(x) sont deux réels, et '(x) 6= 0, 
ar x 62 Ker' = H . Par 
onséquent, il existe � 2 R tel que'(f(x)) = �'(x). 13



Soit y 2 E. Alors il existe h 2 H et � 2 R tel que y = h = �x. On a alors :'(f(y)) = '(f(h)) + �'(f(x)) = ��'(x);puisque '(f(h)) = 0, 
ar H = Ker' est stable par f . De plus :'(y) = '(h) + �'(x) = �'(x):Ainsi, pour tout y 2 E, '(f(y)) = �'(y), don
 ' Æ f = �'. Il existe don
 bien � 2 RR tel que' Æ f = �'.Ré
iproquement, supposons qu'il existe � 2 R tel que ' Æ f = �'. Soit un tel �. Soit x 2 H .Alors �'(x) = 0, don
 :'(f(x)) = �'(x) = 0; puis: f(x) 2 Ker' soit: f(x) 2 H:Ainsi, H est bien stable par f �ii. H est stable par f si ey seulement s'il existe � 2 R tel que ' Æ f = �', don
 tel que LA = �L,don
, en transposant, tel que tA tL = � tL.Partie II � Le 
as où l'endomorphisme est diagonalisable.Dans 
ette partie, on 
onsidère un endomorphisme f de E diagonalisable, et on note �1; : : : ; �p ses valeurspropres distin
tes, et E1; : : : ; Ep les sous-espa
es propres 
orrespondants.1. Si p = 1, alors f est un endomorphisme diagonalisable ayant une seule valeur propre �. Il existe don
 unebase dans laquelle sa matri
e est �In, don
 f = �IdE , et par 
onséquent, tout sous-espa
e de E est stablepar f .2. On suppose l'entier p au moins égal à 2. On 
onsidère un sous-espa
e ve
toriel F de E stable par f , etun élément x de F .(a) Puisque f est diagonalisable, pPk=1Ek = E, d'où l'existen
e de (x1; : : : ; xp). L'uni
ité provient du faitque la somme des espa
es propres est dire
te.(b) F étant un sev, on a �1x 2 F . De plus, F étant stable par f , f(x) est dans F . Ainsi, f(x)� �1x estélément de F . Or :f(x)� �1x = pXk=1 f(xk)� pXk=1 �1xk = pXk=1�kxk � pXk=1 �1xk = pXk=1(�k � �1)xk = pXk=2(�k � �1)xk;du fait que pour tout k 2 [[1; p℄℄, f(xk) = �kxk, puisque xk est dans le sous-espa
e propre asso
ié àla valeur propre �k . Ainsi, 
e dernier ve
teur est un élément de F .(
) On raisonne (pour x non nul) par ré
urren
e des
endante sur le nombre k 2 [[1; p℄℄ 
orrespondant auplus petit indi
e tel que xk 6= 0 dans la dé
omposition x = x1 + � � �+ xp.Si k = p, alors x = xp, don
 xp 2 Ep, et les autres ve
teurs xk étant nuls, ils sont respe
tivementdans les espa
es Ek 
orrespondants.Soit k 2 [[1; p�1℄℄ tel que pour tout ve
teur y non nul de F tel que le plus petit indi
e k0 
orrespondantà un ve
teur non nul dans la dé
omposition y = y1 + � � �+ yp véri�e k0 > k.Soit, s'il en existe, x = xk + : : :+ xp dans F , ave
 xk 6= 0. Alors, 
omme pré
édemment, f(x)� �kxest dans F . Or : f(x)� �kx = pX`=k+1(�` � �k)xk :D'après l'hypothèse de ré
urren
e appliquée à 
e ve
teur, pour tout ` 2 [[k + 1; p℄℄, (�` � �k)xk 2 F ,et 
omme �` 6= �k, x` 2 F . On en déduit, du fait que xk + � � �+ xp est dans F , que xk est dans F .Cela montre la propriété au rang k.D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on en déduit que la propriété est toujours vraie.3. Soit F un sous-espa
e ve
toriel de E stable par F . Alors, soit Fk = F \ Ek. On a alors F = pPk=1Fk. Ene�et : 14



� Pour tout k 2 [[1; p℄℄, Fk � F , don
 pPk=1Fk � F .� Soit x 2 F . Alors il existe x1; : : : ; xp dans E1; : : : ; Ep tels que x = x1 + � � � + xp. D'après la questionpré
édente, les ve
teurs x1; : : : ; xp sont dans F . Ainsi, les ve
teurs x1; : : : ; xp sont éléments de F1; : : : ; Fprespe
tivement. Ainsi x 2 F1 + � � �+ Fp.Ré
iproquement, soit pour tout k 2 [[1; p℄℄, Fk un sous-espa
e ve
toriel de Ek, et soit F = pPk=1Fk. Soitx 2 F . Il existe x1 2 F1; : : : ; xp 2 Fp tels que x = x1 + � � �+ xp. Alors :f(x) = pXk=1 f(xk) = pXk=1�kxk;
ar pour tout k 2 [[1; p℄℄, xk est dans Ek. Ainsi, puisque pour tout k 2 [[1; p℄℄, �kxk 2 Fk , on en déduit quef(x) est dans F . Ainsi, F est stable par f .4. Soit F un sous-espa
e ve
toriel stable par f , et soit g induit par f sur F . D'après la question pré
édente,il existe des sous-espa
es Fk de Ek, k 2 [[1; p℄℄, tels que F =Ppk=1 Fk. Les espa
es propres étant en sommedire
te, 
ette somme est également dire
te : F = pMk=1 Fk:De plus, pour tout � 2 R, Ker(g � �IdF ) = Ker(f � �IdE) \ F . Ainsi :� si � n'est pas valeur propre de f , Ker(f � �IdE) = f0g, don
 aussi Ker(f � �IdF ), et par 
onséquent,� n'est pas valeur propre de g ;� si � est valeur propre de f , � = �k, k 2 [[1; p℄℄, alors Ker(f � �kIdF ) = Ek, et Ker(g � �kIdF ) =Fk = Ek � F . Ainsi, �k est valeur propre de g si et seulement si Fk 6= f0g, et dans 
e 
as, Fk est lesous-espa
e propre asso
ié à �k.Ainsi, la somme des espa
es propres de g vaut :Mk2[[1;p℄℄Fk 6=f0g = pMk=1 Fk = F:La somme des espa
es propres étant égale à l'espa
e F tout entier (espa
e de dé�nition de g), on endéduit, d'après un 
ritère de diagonalisabilité du 
ours, que g est diagonalisable.5. Partons de la remarque suivante : S'il existe un sous-espa
e propre de dimension au moins 2, 
e sous-espa
e admet une in�nité de sous-espa
es de dimension 1 (droites ve
torielles). Cha
une de 
es droitesest stable. Don
 il existe une in�nité de sous-espa
es stables de E par f .Ainsi, n étant la dimension de E, si le nombre de valeurs propres distin
tes est di�érent de n (don
 pluspetit stri
tement), alors, 
omme la somme des dimensions des espa
es propres est n (f étant diagonali-sable), on en déduit qu'il existe un espa
e propre de dimension au moins 2, don
 il existe une in�nité desous-espa
es stables par f .Si le nombre de valeurs propres distin
tes est égal à n, alors tous les espa
es propres sont de dimension 1.Dans 
e 
as, tout Ek, k 2 [[1; n℄℄ admet exa
tement deux sous-espa
es ve
troriels : f0g et lui-même. Ainsi,les sous-espa
es stables F sont dé
rits par :F = F1 � � � � � Fn;où pour tout k 2 [[1; n℄℄, k = f0g ou k = Ek. Ainsi, un tel sous-espa
e F est déterminé par le 
hoix d'unsous-ensemble I de [[1; n℄℄ 
orrespondant aux indi
es k pour lesquels Fk = Ek. L'ensemble des sous-espa
esstables par f est don
 : fMk2I Ek; I 2 P([[1; n℄℄):gComme deux 
hoix di�érents de I donnent deux sous-espa
es di�érents, on en déduit que le nombre desous-espa
es stables est égal au 
ardinal de P([[1; n℄℄), 
'est-à-dire 2n.
15



Partie III � Le 
as où l'endomorphisme est nilpotent d'ordre n.1. On note D l'endomorphisme de Rn�1 [X ℄ qui à tout polyn�me P asso
ie son polyn�me dérivé P 0.(a) Soit � une valeur propre de D, et P un ve
teur propre asso
ié à �. Alors P 0 = �P , don
, si � 6= 0,degP 0 = degP , 
e qui n'est pas possible puisque P 6= 0. Ainsi, � = 0 est la seule valeur proprepossible. Elle est e�e
tivement valeur propre, puisque tout polyn�me 
onstant P véri�e P 0 = 0 = 0�P .Ainsi, tout polyn�me sonstant non nul est ve
teur propre asso
ié à la valeur propre 0. Par 
onséquent,Spe
(f) = f0g.Si D était diagonalisable, D n'ayant qu'une valeur propre 0, il existerait une base dans laquelle samatri
e serait la matri
e 0In, don
 la matri
e nulle, 
e qui signi�erait que D est l'endomorphismenul, 
e qui n'est pas le 
as.Ainsi, D n'est pas diagonalisable.(b) Soit P 2 Rn�1 [X ℄. Alors Dn(P ) = P (n) = 0, puisque P est de degré stri
tement inférieur à n. Don
Dn est l'endomorphisme nul.Soit P = Xn. Alors Dn�1(P ) = P (n�1) = n(n � 1) � � � 1 = n! 6= 0. Don
 Dn�1 n'est pas l'endomor-phisme nul.(
) � Soit k 2 [[0; n � 1℄℄. Soit P 2 F . Alors deg(D(P )) 6 degP 6 k (l'inégalité est même stri
te siP 6= 0), don
 D(P ) 2 Rk [X ℄. Par 
onséquent, Rk [X ℄ est stable par D.� Soit F un sous-espa
e ve
toriel de E stable par f , et non réduit à f0g. Soit P un polyn�me dedegré maximal dans F , et notons k son degré. Montrons que F = Rk [X ℄.Tout d'abord, puisque k est le degré maximal des éléments de F , on a F � Rk [X ℄.De plus, la famille (Dk(P ); Dk�1(P ); : : : ; D(P ); P ) est une famille de polyn�mes de Rk [X ℄, dedegrés é
helonnés, 
'est don
 une famille libre de Rk [X ℄. Son 
ardinal étant k+1 la dimension deRk [X ℄, 
'en est une base. Or, F étant stable par D, 
ette base de Rk [X ℄ est 
onstituée d'élémentsde F . Ainsi, Rk [X ℄ � F .De 
ette double-in
lusion, on déduit que F = Rk [X ℄.2. On 
onsidère un endomorphisme de E nilpotent d'ordre n, 
'est-à-dire véri�ant les 
onditions : fn = 0et fn�1 6= 0.(a) Soit x un ve
teur tel que fn�1(x) 6= 0. Soit pour tout i 2 [[1; n℄℄, ei = fn�i(x). Montrons que(e1; : : : ; en) est une base de E.Comme E est de dimension n, il su�t de montrer que 
ette famille de 
ardinal n est libre.Soit �1; : : : ; �n des s
alaires tels que �1e1 + � � �+ �nen = 0:Montrons par ré
urren
e des
endante sur i 2 [[1; n℄℄ que P(i) : �i = � � � = �n = 0.Véri�ons P(n) : on a :nXk=1�ken = 0 soit: nXk=1 �kfn�k(x) = 0 don
: nXk=1 �kf2n�k�1(x) = 0;en 
omposant par fn�1. Or pour tout k 2 [[1; n � 1℄℄, 2n � k � 1 > n, don
 f2n�k�1 = 0. Le seulélément éventuellement non nul dans la somme est 
elui 
orrespondant à k = n. Ainsi :�nfn�1(x) = 0;et puisque fn�1(x) 6= 0, �n = 0. D'où P(n).Soit i 2 [[1; n� 1℄℄ tel que P(i+ 1) soit véri�é. Alors �i+1 = � � � = �n = 0, don
iXk=1 �kek = 0 soit: iXk=1 �kfn�k(x) = 0 don
: iXk=1 �kfn+i�k�1(x) = 0;en 
omposant par f i�1. Or pour tout k 2 [[1; i� 1℄℄, n+ i� k � 1 > n, don
 fn+i�k�1 = 0. Le seulélément éventuellement non nul dans la somme est 
elui 
orrespondant à k = i. Ainsi :�ifn�1(x) = 0;et puisque fn�1(x) 6= 0, �i = 0. D'où P(i). 16



Ainsi, P(n) est vrai, et pour tout i 2 [[1; n� 1℄℄, P(i+1) entraîne P(i). Par 
onséquent, P(i) est vraipour tout i 2 [[1; n℄℄.On en déduit que les �i sont tous nuls, et don
 que la famille (e1; : : : ; en) est libre, et est don
 unebase de E.De plus, pour tout i 2 [[2; n℄℄, f(ei) = f(fn�i(x)) = fn�i+1(x) = ei�1, et f(e1) = fn(x) = 0. Par
onséquent, la matri
e de f dans la base B = (e1; : : : ; en) est la matri
e A dé
rite dans l'énon
é.(b) Soit pour tout i 2 [[1; n℄℄, bi = (i�1)!ei, et B0 = (b1; : : : ; bn). Il s'agit en
ore d'une base de E, puisqueses ve
teurs sont déduits de la base B en multipliant ses éléments par des s
alaires non nuls.De plus, pour tout i 2 [[1; n℄℄, f(bi) = f((i � 1)!ei) = (i � 1)!f(ei) = (i � 1)!ei�1 = (i � 1)bi�1, etf(b1) = f(e1) = 0. Par 
onséquent, la matri
e de f dans la base B0 est la matri
e B donnée dansl'énon
é. D'après les formules de 
hangement de base, on en déduit que A et B sont semblables.(
) On remarque que B est aussi la matri
e de D dans la base 
anonique de Rn�1 [X ℄. Considérons 'l'isomophisme de E dans Rn�1 [X ℄ asso
iant à tout élément bi de la base de E l'élément X i�1 de labase 
anonique de Rn�1 [X ℄. Alors f = '�1D'.Soit F un sous-espa
e ve
toriel stable parD. Alors '�1(F ) est stable par f . En e�et, soit x 2 '�1(F ).Alors f(x) = '�1D'(x). Or, '(x) 2 F , don
 D('(x)) 2 F , puisque F est stable par D, puis'�1D'(x) 2 '�1(F ).Ré
iproquement, soit G un sous-espa
e ve
toriel de E stable par f ; alors il existe un sous-espa
eve
toriel F de Rn�1 [X ℄ stable par D. En e�et, soit F = '(G). Puisque ' est un isomorphisme, on abien '�1(F ) = G, et de plus, F est stable par D. En e�et, soit x 2 F . Alors il existe y 2 G tel que'(y) = x, y = '�1(x). On a alors D(x) = ' Æ f Æ '�1(x). Comme '�1(x) est dans G et que G eststable par f , alors f Æ '�1(x) est dans G, don
 ' Æ f Æ '�1(x) est dans '(G) = F . Ainsi, D(x) 2 F .On en déduit que les sous-espa
es stables par f sont exa
tement les images ré
iproques par ' dessous-espa
es stables par D, dé
rits en III-1
.Ainsi, les sous-espa
es ve
toriels de E stables par f sont f0g et les sous-espa
es Ve
t(b1; : : : ; bk),k 2 [[1; n℄℄, don
 Ve
t(e1; : : : ; ek), k 2 [[1; n℄℄.Ainsi, les sous-espa
es stables par f sont f0g et les sous-espa
es Ve
t(b1; : : : ; bk), k 2 [[1; n℄℄Partie IV � Le 
as où l'endomorphisme est nilpotent d'ordre 2Dans 
ette partie, on 
onsidère un endomorphisme f de E nipotent d'ordre 2, 
'est-à-dire un endomorphismenon nul de E tel que f Æ f est l'endomorphisme nul.1. On 
onsidère un sous-espa
e ve
toriel F2 de E, véri�ant F2 \Ker f = f0Eg.(a) De f Æ f = 0, on tire Im f � Ker f . Or, f(F2) � Im f , don
 f(F2) � Ker f .(b) On a f0g � F1 \F2 � Kerf \F2 = f0g. Ainsi, F1 \F2 = f0g, et la somme F1 +F2 est don
 dire
te.Montrons que F1 � F2 est stable par f . Soit x 2 F1 � F2. Il existe x1 2 F1 et x2 2 F2 tels quex = x1+x2. Alors f(x) = f(x1)+f(x2). Comme F1 � Ker f , on a f(x1) = 0. De plus, f(x2) 2 f(F2),don
 f(x2) 2 F1. Ainsi, f(x) 2 F1; don
: f(x) 2 F1 + F2:On en déduit que F1 + F2 est stable par f .(
) Soit A, B, C trois sous-espa
es ve
toriels de E. Alors :� A \ C � A et B \ C � B, don
 (A \ C) + (B \ C) � A+B ;� A \ CsubsetC et \C � C, don
 (A \ C) + (B \ C) � C.Ainsi, (A \ C) + (B \ C) � (A+B) \ C.On n'a pas né
essairement l'égalité, 
omme le montre l'exemple suivant :� E = R2 , de base 
anonique (e1; e2) ;� A = Re1 , B = Re2 , C = R(e1 + e2) ;� A \ C = f0g et B \ C = f0g, don
 (A
apC) + (B \ C) = f0g ;� (A+B) = R2 , don
 C � A+B, don
 (A+B) \ C = C = R(e1 + e2) 6= f0g.(d) Montrons que (F1 + F2) \ Kerf = F1 (remarquez que pour savoir quoi montrer, il est intéressantd'avoir lu la question suivante !)� Soit x 2 F1. Alors, par hypothèse, x 2 Ker f . De plus, x 2 F1 + F2. Don
 x 2 (F1 + F2) \ Ker f .Ainsi, F1 � (F1 + F2) \Ker f . 17



� Soit x 2 (F1 + F2) \ Ker f . Alors il existe x1 2 F1 et x2 2 F2 tels que x = x1 + x2. De plus,x 2 Ker f , don
 0 = f(x) = f(x1) + f(x2) = f(x2) (puisque F1 � Ker f). Ainsi, x2 2 Ker f ,puis x2 2 F2 \ Ker f = f0g. Ainsi, x2 = 0, d'où x = x1, puis x 2 F1. On en déduit que(F1 + F2) \Kerf = F1.Des deux in
lusions 
i-dessus on déduit l'égalité (F1 + F2) \Ker f = F1.2. On a toujours f(F ) � Im f � Kerf puisque f2 = 0.De plus, F2 \Ker f = F2 \ F \Ker f = F2 \ F1 = f0g, puisque F2 � F (première égalité), et que F1 etF2 sont supplémentaires dans F (troisième égalité).3. (a) Un 
al
ul rapide montre que :(M � I4)2 = 0BB�0 0 0 00 0 0 00 0 4 40 0 0 41CCA et (M � 2I4)2 = 0BB�1 �2 0 00 1 0 00 0 0 00 0 0 01CCAÀ ordre près de ses lignes, la matri
e (M � I4)2 est é
helonnée, ayant deux lignes non nulles, don
son rang est 2, et par le théorème du rang, l'espa
e G1 = Ker(h� Id)2 est de dimension 2. Commeles deux premières 
olonnes de (M � I4)2 sont nulles, les ve
teurs e1 et e2 de la base 
anonique sontdans G1. Formant une famille libre de 
ardinal 2 dans un espa
e de dimension 2, il s'agit d'une basede 
et espa
e.De même, (e3; e4) est une base de G2 = Ker(h� 2Id)2La famille formée par la juxtaposition des deux bases de G1 et G2 étant une base de R4 , les sous-espa
es ve
toriels G1 et G2 sont supplémentaires dans R4 .(b) � Soit H un sous-espa
e ve
toriel stable par h. Soit H1 = H \ G1 et H2 = H \ G2. D'après laquestion I-1, G1 et G2 sont stables par h. Par hypothèse H est stable par h. L'interse
tion de deuxsous-espa
es stables étant de toute éviden
e stable, on en déduit que H1 et H2 sont stable par h.� Ré
iproquement, soit H1 et H2 des sous-espa
es de G1 et G2 stables par h, et soit H = H1 +H2.Alors, d'après la question I-3a, H est stable par h.(
) M � I4 est é
helonnée, de rang 3, de première 
olonne nulle. Don
 une base de Ker(h� Id) est (e1).De même, une base de Ker(h� 2Id) est (e3).Soit D une droite de G1 stable par h. Alors, elle est aussi stable par h� Id d'après la question I-4a.Or, puisque pour tout x 2 G1, (h� Id)2(x), on obtient (h� Id)(D) � Ker(h� Id) = Re1 . Si D n'estpas égal à Ker(h� Id), on obtient même égalité, puisque les ve
teurs non nuls de D ne sont dans 
e
as pas envoyés sur 0. Ainsi, si D 6= Re1 , h(D) 6� D, 
e qui 
ontredit la stabilité de D.La seule droite de G1 qui puisse éventuellement être stable par h (ou de manière équivalente parh� Id) est don
 Re1 = Ker(h� Id). La stabilité de 
ette droite est évidente, puisqu'elle est envoyéepar h� Id sur 0.Con
lusion : les sous-espa
es de G1 stables par h sont f0g, Re1 et G1 = Ve
t(e1; e2). De même, lessous-espa
es de G2 stables par h sont f0g, R(e3 ) et Ve
t(e3; e4).Les sous-espa
es de R4 stables par H sont don
 des sommes de tels espa
es. L'ensemble des sous-espa
es stables par h est don
 :ff0g;Ve
t(e1);Ve
t(e3);Ve
t(e1; e2);Ve
t(e1; e3);Ve
t(e3; e4);Ve
t(e1; e2; e3);Ve
t(e1; e3; e4);R4g:Partie V � Existen
e d'un plan stable par un endomorphismeSoit f un endomorphisme non nul de E.1. Soit A la matri
e de f dans une base donnée de E. Alors A 2 Mn(R). Or,Mn(R) est de dimension n2.La famille (Ak)k2[[0;n2℄℄, de 
ardinal n2 + 1, ne peut pas être libre. Ainsi, il existe une relation entre leséléments de 
ette famille. Il existe don
 des 
oe�
ients réels �0; : : : ; �n2 , non tous nuls, tels que�0A0 + � � ��n2An2 = 0 soit: �0f0 + � � ��n2fn2 = 0:Ainsi, le polyn�me P = n2Pk=0�kfk annule f .On note M un polyn�me non nul à 
oe�
ients réels de degré minimal annulant f . On observera que Mn'est pas 
onstant 18



2. Dans 
ette question, on suppose que le polyn�me M n'a pas de ra
ine réelle, et on note z l'une de sesra
ines 
omplexes.(a) C'est une question de 
ours ! Notons M = dPk=0 akXk. AlorsM(z) = 0 don
: M(z) = 0 don
: dXk=0 ak � zk = 0 don
: dXk=0 akzk = 0;puisque les 
oe�
ients ak sont réels. Ainsi, M(z) = 0.Par 
onséquent, puisque z 6= z, z n'étant pas réelle, 
e sont deux ra
ines distin
tes, et don
 (X �z)(X � z) divise M . Ce polyn�me de degré 2 est bien à 
oe�
ients réels puisque :(X � z)(X � z) = X2 �X(z + z) + zz = X2 � 2Re(z)X + jzj2:Notons X2 + bX + 
 
e polyn�me.(b) Notons N le quotient deM par X2+bX+
. On a don
M = (X2+bX+
)N . Soit g = f2+bf+
Id.On a don
 : M(f) = g ÆN(f):Si g était inje
tive, alors, pour tout x 2 E, on aurait :0 =M(f)(x) = g(N(f)(x));puis, du fait de l'inje
tivité de g, N(f)(x) = 0. Ainsi, N(f) serait l'endomorphisme nul, et don
 Nserait un polyn�me annulant f , de degré stri
tement plus petit que 
elui de M , 
e qui 
ontrediraitla minimalité du degré de M .Par 
onséquent, g n'est pas inje
tif.(
) On a don
 Ker g 6= f0g. Soit x 2 E un ve
teur non nul tel que g(x) = 0. Soit F = Ve
t(x; f(x)).� F est un plan. Pour 
ela montrons que la famille (x; f(x)) est libre. Si 
e n'était pas le 
as, xserait un ve
teur propre, asso
ié à une 
ertaine valeur propre réelle �. Or, Spe
R(f) est in
lusdans l'ensemble des ra
ines réelles du polyn�me annulateur M , don
 Spe
R(f) = ?. Ainsi, onaboutit à une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, (x; f(x)) est libre, et F est un plan.� Montrons que F est stable par f . Pour 
ela, il su�t de montrer que les images de x et f(x) sontdans F . On a f(x) 2 F , de manière évidente, et f(f(x)) = �bf(x)� 
x, don
 f(f(x)) 2 F . Ainsi,F est bien stable par f .On a bien trouvé un plan de E stable par f .3. Dans 
ette question, on suppose qu'il existe un réel �, un réel � non nul et un entier p au moins égal à 2vérifaint l'égalité : M = �(X � �)p. On pose g = f � �IdE.(a) M étant un polyn�me annulateur de degré minimal, on a gp = 0 et gp�1 6= 0. Soit x un ve
-teur tel que gn�1(x) 6= 0. En s'inspirant de l'argument exposé dans la question III-2a, la famille(x; g(x); : : : ; gp�1(x)) est libre.(b) Puisque p > 2, on en déduit en parti
ulier que (gp�2(x); gp�1(x)) est une famille libre. Ainsi, ilsengendrent un plan, que l'on note F .Pour montrer que F est stable par f , il su�t de montrer qu'il est stable par g (question I-4a), etpour 
ela, il su�t de montrer que les images par g de (gp�2(x); gp�1(x)) sont dans F . Or :� g(gp�2(x)) = gp�1(x) 2 F ,� g(gp�1(x)) = gp(x) = 0 2 F .Ainsi, F est un plan stable par g, don
 par f .4. Il faut bien sûr supposer que n = dimE est au moins égal à 2, sinon le résultat est bien sûr faux, puisqu'iln'existe pas de plan de E ! Soit don
 n > 2. On étudie plusieurs 
as possibles :� Si f n'admet au
une valeur propre réelle, il existe un plan stable d'après V-2
.� Si f admet au moins deux valeurs propres réelles �1 et �2, soit X1 et X2 deux ve
teurs propres asso
iésrespe
tivement à �1 et �2. Alors (X1; X2) est libre (
ar les espa
es propres sont en somme dire
te),don
 engendrent un plan F = RX1 + RX2 . De plus, d'après la question I-2a, RX1 et RX2 sont stablespar f don
 leur somme F également.� Si f admet exa
tement une valeur propre réelle �, alors � est ra
ine de M ;19



� Si � est ra
ine multiple de M , disons de multipli
ité p, notonsM = (X��)pN . Soit G le sous espa
ede E égal à Ker(f ��Id)p. Alors, d'après I-1, G est stable par f . Soit ~f l'endomorphisme de G induitpar f (la restri
tion et la 
orestri
tion de f à G). Alors Ker( ~f � �Id)p = G, don
 ( ~f � �Id)p = 0 estnilpotent. De plus, Ker( ~f � �Id)p�1 = Ker(f � �Id)p�1 \G = Ker(f � �Id)p�1:Or, Ker(f ��Id)p�1 est in
lus stri
tement dans G. En e�et, supposons que 
e ne soit pas le 
as (on aégalité entre 
es deux espa
es). Alors soit x 2 E. On a M(f)(x) = 0, don
 (f � �Id)p ÆN(f)(x) = 0.Ainsi, N(f)(x) 2 Ker(f � �Id)p don
: N(f)(x) 2 Ker(f � �Id)p�1et par 
onséquent, (f � �Id)p�1 ÆN(f)(x) = 0. Ce
i étant vrai pour tout x 2 E, (X � �)p�1N estun polyn�me annulateur de f , 
e qui 
ontredit la minimalité du degré de M .Ainsi, l'hypothèse initiale est fausse, et Ker(f � �Id)p�1 est stri
tement in
lus dans G, et don
Ker( ~f � �Id)p�1 est stri
tement in
lus dans G. Par 
onséquent, ( ~f � �Id)p�1 6= 0.Nous pouvons don
 appliquer la question V-3b à l'ndomorphisme ~f de G : il existe un plan F in
lusdans G, don
 dans E, stable par ~f , don
 par f .� Si � est ra
ine simple de f , deux 
as peuvent se produire :� Si M est de degré 1, alors (X � �) annule f , don
 f = �Id, et tout plan de E est stable par f .Comme on a supposé que n > 2, il existe au moins un plan F dans E, d'où l'existen
e d'un planstable par f .� SiM est de degré stri
tement plus grand que 1, notonsM = (X��)N . ConsidéronsG = KerN(f).D'après I-1, G est stable par f . On peut don
 
onsidérer ~f , l'endomorphisme de G induit par f .Par dé�nition de G, on a N( ~f) = 0. De plus, supposons qu'il existe un polyn�me P non nul dedegré stri
tement plus petit que n tel que P ( ~f) = 0. Alors Ker(P ( ~f)) = G, don
 G � Ker(P (f)).Ainsi, 8x 2 E; N(f) Æ (f � �Id)(x) = 0 don
: (f � �Id)(x) 2 Ker(N(f)) = G;don
: (f � �Id)(x) 2 Ker(P (f));don
: P (f) Æ (f � �Id)(x) = 0:Ainsi, (X � �)P est un polyn�me non nul annulant f de degré plus petit que 
elui de M , 
e qui
ontredit la minimalité du degré de M .On en déduit que N est un polyn�me annulateur de ~f de degré minimal. Ce polyn�me annulateurn'a pas de ra
ine réelle, puisque � était la seule ra
ine, supposée simple, de M . Ainsi, on peutappliquer la question V-2 à ~f . Il existe don
 un plan de G (don
 de E) stable par ~f (don
 par f).
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