
Lyée La Bruyère, Versailles Pour vendredi 21 novembre 2008.ECS 2 � MathématiquesCorretion du Devoir Maison no 5 � révisions V.A.R.D.Problème 1 � Étude des séries de laners identiques dans une suite de tirages à Pile ou Fae(D'après Eriome 2006)Partie I � Étude des longueurs de séries.1. (a) L'événement [L1 = n℄ est réalisé si et seulement si on a obtenu n Pile suivi d'un Fae, ou n Faesuivi d'un Pile. Ainsi :[L1 = n℄ = (P1 \ � � � \ Pn \ Fn+1) [ (F1 \ � � � \ Fn \ Pn+1) =  n\i=1Pi \ Fn+1! [ n\i=1Fi \ Pn+1! :(b) Les événements P1 \ � � � \ Pn \ Fn+1 et F1 \ � � � \ Fn \ Pn+1 sont inompatibles, donP (L1 = n) = P (P1 \ � � � \ Pn \ Fn+1) + P (F1 \ � � � \ Fn \ Pn+1):De plus, les laners sont mutuellement indépendants, donP (P1 \ � � � \ Pn \ Fn+1) = P (P1) � � �P (Pn) � P (Fn+1) = pnq;et de même P (F1 \ � � � \ Fn \ Pn+1) = P (F1) � � �P (Fn) � P (Pn+1) = qnp;Ainsi, P (L1 = n) = pnq + qnp:() On a +1Xn=1P (L1 = n) = +1Xn=1 pnq + qnp:Comme les deux séries P pnq et P qnp onvergent (e sont des séries géométriques de paramètresdans ℄� 1; 1[), on peut érire :+1Xn=1P (L1 = n) = +1Xn=1 pnq + +1Xn=1 qnp = q � p1� p + p � q1� q :Comme 1� p = q, 1� q = p et p+ q = 1, on en déduit que+1Xn=1P (L1 = n) = 1:(d) Soit A l'événement � la série s'arrête �. L'événement A est réalisé si et seulement si il existe un entiern tel que la série soit de longueur n, don si la série est de longueur 1, ou de longueur 2, ou delongueur 3, et. Ainsi, A = +1[n=1[L1 = n℄:Les événements de ette union sont deux à deux inompatibles, et en nombre dénombrable. CommeP est �-additive, on en déduit que P (A) = +1Xn=1P (L1 = n) = 1:Ainsi, A se réalise de manière presque ertaine, autrement dit :la première série s'arrête presque sûrement.1



2. (a) Soit n et k deux entiers stritement positifs. L'événement [L1 = n℄ \ [L2 = k℄ est réalisé si etseulement si on a une suession de n Pile suivie d'une suession de k Fae, suivie d'un Pile, ou unesuession de n Fae, suivie d'une suession de k Pile, suivie d'un Fae. Ainsi :[L1 = n℄ \ [L2 = k℄ = (P1 \ � � � \ Pn \ Fn+1 \ � � � \ Fn+k \ Pn+k+1)[[ (F1 \ � � � \ Fn \ Pn+1 \ � � � \ Pn+k \ Fn+k+1):Ainsi, les événements P1\� � �\Pn\Fn+1\� � �\Fn+k\Pn+k+1 et F1\� � �\Fn\Pn+1\� � �\Pn+k\Fn+k+1étant inompatibles, et les tirages étant mutuellement indépendant, on obtient :P ([L1 = n℄ \ [L2 = k℄) = P (P1) � � �P (Pn) � P (Fn+1) � � �P (Fn+k) � P (Pn+k+1)++ P (F1) � � �P (Fn) � P (Pn+1) � � �P (Pn+k) \ P (Fn+k+1);d'où P ([L1 = n℄ \ [L2 = k℄) = pn+1qk + qn+1pk: .(b) D'après la question I-1(), ([L1 = n℄)n2N� est un système quasi-omplet d'événements non quasi-impossibles, don, d'après la formule des probabilités totalesP (L2 = k) = +1Xn=1P (L2 = k j L1 = n)P (L1 = n) = +1Xn=1P ([L1 = n℄ \ [L2 = k℄)= +1Xn=1 pn+1qk + +1Xn=1 qn+1pk = qk p21� p + pk q21� q ;et par la même observation que dans la question I-1(), on obtientP (L2 = k) = p2qk�1 + q2pk�1:() On a alors+1Xk=1P (L2 = k) = +1Xk=1 p2qk�1 + q2pk�1 = p2 +1Xk=0 qk + q2 +1Xk=0 pk = p21� q + q21� p = p+ q;et par onséquent, +1Xk=1P (L2 = k) = 1:De même que pour L1, e résultat signi�e que presque sûrement, il y a une deuxième série, etette deuxième série se termine. Ainsi, l'événement � on ne ommene pas une troisième série � estquasi-impossible.(d) Les séries +1Pk=1 kqk�1 et P+1k=1 kpk�1 onvergent absolument, d'après la formule de bin�me négatif(il s'agit de séries dérivées de la série géométrique), ar leur paramètre est dans ℄ � 1; 1[. Ainsi,+1Pk=1 kP (L2 = k) onverge absolument, d'où l'existene de l'espérane de L2. On a alors :E(L2) = +1Xk=1 kP (L2 = k) = p2 +1Xk=1 kqk�1 + q2 +1Xk=1 kpk�1 = p2(1� q)2 + q2(1� p)2 ;d'après la formule du bin�me négatif. Comme 1� p = q et 1� q = p, on en déduit que :E(L2) = 1 + 1 = 2:
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Partie II � Étude du nombre de séries lors des n premiers laners.1. � Après un laner, on ne peut avoir qu'une seule série, onstituée d'un seul Pile, ou d'un seul Fae. Ainsi,N1 est la variable aléatoire ertaine de valeur 1, 'est-à-dire N1(
) = f1g, et P (N1 = 1) = 1 . On aalors E(N1) = 1 .� Après deux laners, soit on a obtenu deux fois le même �té (une série), soit on a obtenu deux otésdi�érents (2 séries). Ainsi, N2(
) = [[1; 2℄℄.De plus, l'événement [N2 = 1℄ est réalisé si et seulement si on a obtenu deux Fae ou deux Pile, don[N2 = 1℄ = (P1 \ P2) [ (F1 \ F2). Les événements P1 \ P2 et F1 \ F2 étant inompatibles, les deuxtirages étant indépendants, et la pièe étant équilibrée, on obtient :P (N2 = 1) = P (P1)P (P2) + P (F1) + P (F2) = 14 + 14 = 12 :Alors, [N2 = 2℄ étant l'événement omplémentaire de [N2 = 1℄,P (N2 = 2) = 1� 12 = 12 :On en déduit que E(N2) existe (variable aléatoire �nie) etE(N2) = 12 + 2 � 12 = 32 :� Après trois laners, on peut avoir obtenu 1, 2 ou 3 séries, don N3(
) = [[1; 3℄℄.L'événement [N3 = 1℄ est réalisé si et seulement si on a obtenu trois fois le même �té, don [N3 = 1℄ =(P1 \ P2 \ P3) [ (F1 \ F2 \ F3): Les événements P1 \ P2 \ P3 et F1 \ F2 \ F3 étant inompatibles, etles laners étant mutuellement indépendants, on en déduit queP (N3 = 1) = �12�3 +�12�3 = 14 :L'événement [N3 = 3℄ est réalisé si et seulement si on a hangé de �té à haque laner, don [N3 =1℄ = (P1 \ F2 \ P3) [ (F1 \ F2 \ F3): Les événements P1 \ P2 \ P3 et F1 \ F2 \ F3 étant inompatibles,et les laners étant mutuellement indépendants, on en déduit queP (N3 = 3) = �12�3 +�12�3 = 14 :Alors, puisque [N3 = 2℄ = [N3 = 1℄ [ [N3 = 3℄, on obtient :P (N3 = 2) = 1� 14 � 14 = 12 :2. Soit n 2 N� . Lors des n premiers laners, on a au minimum une série, et au maximum n séries (une altéer-nane de Pile et Fae). Toutes les solutions intermédiaires sont possibles bien sûr. Ainsi, Nn(
) = [[1; n℄℄ .L'événement [Nn = 1℄ est réalisé si et seulement si les n tirages ont amené le même �té de la pièe, donsi on a tiré n Pile onséutifs, ou n Fae. Ainsi,[Nn = 1℄ = (P1 \ � � � \ Pn) [ (F1 \ � � � \ Fn):Les événements P1 \ � � � \ Pn et F1 \ � � � \ Fn étant inompatibles, et les tirages étant mutuellementindépendants, on en déduit que :P (Nn = 1) = nYi=1 12 + nYi=1 12 = �12�n +�12�n = 12n�1 :3



L'événement [Nn = n℄ est réalisé si et seulement si on hange de série à haque laner, don si on ne tirepas deux fois de suite le même �té de la pièe. Ainsi :[Nn = n℄ = � (P1 \ F2 \ P3 \ � � � \ Pn�1 \ Fn) [ (F1 \ P2 \ F3 \ � � � \ Fn�1 \ Pn) si n est pair(P1 \ F2 \ P3 \ � � � \ Fn�1 \ Pn) [ (F1 \ P2 \ F3 \ � � � \ Pn�1 \ Fn) si n est impairPar onséquent, les deux événements formant ette union étant inompatibles, et les tirages étant mu-tuellement indépendants, on en déduit que :P (Nn = n) = �12�n +�12�n = �12�n�1 :3. Simulation informatique.Liste des erreurs :� program et non programme ;� la variable i (entière) n'a pas été délarée ;� Il faut des apostrophes autour du texte qu'on veut a�her (il est a�hé en tant que haîne de ara-tères) : writeln('Entrez une valeur de m');� il manque un point-virgule après random(2) ;� dans l'a�etation inomplète de la boule for, il faut un � : � avant le � = � ;� il ne faut surtout pas de point-virgule après do : e point-virgule marque la �n de la boule, paronséquent, la boule est vide !� Dans le dernier a�hage, le délimiteur de texte est l'apostrophe et non les guillemets. De plus, texteet valeur doivent être séparés d'une virgule.� Le programme se termine par un point et non un point-virgule.Ajouts à faire au programme :� Il faut lire la valeur de m entrée par l'utilisateur : readln(m);� i est le ompteur de laners. Le premier laner étant e�etué à part (initialisation de X), la bouleommene pour i = 2.� Le but est de ompter le nombre de séries, don le nombre de hangements de �té de la pièe. Ainsi,pour haque tirage, on ompare le résultat obtenu ave le résultat du tirage préédent, et en asde hangement, on ajoute 1 à N , le nombre de série. Ces opérations sont e�etuées dans les troisinstrutions qui suivent do. Ainsi, es trois instrutions doivent être plaées dans la boule for. On estdon obligé de réer une instrution omposée en entourant es trois instrutions d'un begin et d'unend ;� Il faut simuler le laner suivant (stoké dans Y ), e qui se fait ave random(2), omme préisé dansl'énoné ;� il faut préiser quoi faire sur N lorsque X 6= Y , 'est-à-dire lorsque qu'un laner est di�érent dupréédent : dans e as, on hange de série, et il faut ajouter 1 à N .Voilà le programme orrigé et omplété :program simulation;var X,Y,N,m,i : integer;beginwriteln('Entrez une valeur de m');readln(m);randomize;X:=random(2); {tirage initial: 1 orrespond à Pile0 orrespond à Fae}N:=1;for i:= 2 to m dobeginY:= random(2); {simulation du laner suivant}if Y <> X then N:=N+1;X:=Y;end;writeln('N_m=',N);end. 4



4. Fontion génératrie de Nn(a) Soit s 2 [0; 1℄. D'après le théorème de transfert, Gn(s) = E(sNn).(b) Gn est dérivable sur [0; 1℄ en tant que somme (�nie) de fontions dérivables sur [0; 1℄, et :8s 2 [0; 1℄; G0n(s) = nXk=1 kP (Nn = k)sk�1:Par onséquent : G0n(1) = nXk=1 kP (Nn = k) = E(Nn):() L'événement [Nn = k℄ \ Pn est réalisé si et seulement si on a obtenu lors des n premiers laners kséries, la dernière étant une série de Pile. Alors,� soit on a obtenu Fae au n� 1-ième laner, e qui signi�e que la k-ième série est onstituée d'unseul laner (le n-ième) ; ela se produit si et seulement si on a obtenu k � 1 séries lors des n � 1premiers laners, la dernière étant une série de Fae (e qui revient à dire que Fn�1 est réalisé) ;ela orrespond à l'événement [Nn�1 = k � 1℄ \ Fn�1 \ Pn ;� soit on a obtenu Pile au n� 1-ième laner, e qui signi�e que la k-ième série est déjà ommenéeà l'issue du n� 1-ième tirage. Cela se produit si et seulement si on a obtenu k séries lors des n� 1premiers laners, la dernière étant une série de Pile (e qui revient à dire que Fn�1 est réalisé) ;ela orrespond à l'événement [Nn�1 = k℄ \ Pn�1 \ Pn.Par onséquent, es deux événements étant inompatibles, on obtient :P ([Nn = k℄ \ Pn) = P ([Nn�1 = k℄ \ Pn�1 \ Pn) + P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Fn�1 \ Pn):Comme Nn�1, Pn�1 et Fn�1 ne dépendent que des n � 1 premiers tirages, et Pn uniquement dun-ième, et que les tirages sont mutuellement indépendants, on en déduit que Pn et [Nn�1 = k℄\Pn�1sont indépendants, ainsi que Pn et [Nn�1 = k℄ \ Fn�1. Ainsi,P ([Nn = k℄ \ Pn) = P (Pn) � P ([Nn�1 = k℄ \ Pn�1) + P (Pn) � P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Fn�1);puis 12P ([Nn�1 = k℄ \ Pn�1) + 12P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Fn�1):De même, [Nn = k℄ \ Fn est réalisé si et seulement si� on a obtenu k� 1 séries après n� 1 laners, la dernière série étant des Fae, et un Pile au n-ièmelaner ;� ou on a obtenu k séries après n laners, la dernière série étant des Pile, puis un Pile au n-ièmelaner, qui rallonge la k-ième série.Ainsi, les deux événements dérits i-dessus étant inompatibles,P ([Nn = k℄ \ Fn) = P ([Nn�1 = k℄ \ Fn�1 \ Fn) + P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Pn�1 \ Fn):Par le même argument d'indépendane que i-dessus, on obtient don :P ([Nn = k℄ \ Fn) = 12P ([Nn�1 = k℄ \ Fn�1) + 12P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Pn�1):(d) fPn; Fng étant un système omplet, on a[Nn = k℄ = ([Nn = k℄ \ Fn) [ ([Nn = k℄ \ Pn);ette union étant disjointe. Ainsi,P (Nn = k) = P ([Nn = k℄ \ Fn) + P ([Nn = k℄ \ Pn):On déduit alors de la question préédente queP (Nn = k) = 12 (P ([Nn�1 = k℄ \ Pn�1) + P ([Nn�1 = k℄ \ Fn�1))++ 12 (P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Pn�1) + P ([Nn�1 = k � 1℄ \ Fn�1))5



Comme fPn�1; Fn�1g est un système omplet, on en déduit queP (Nn = k) = 12P (Nn�1 = k) + 12P (Nn�1 = k � 1):(e) Soit n > 2. On a, pour tout s 2 [0; 1℄ :Gn(s) = nXk=1P (Nn = k)sk = 12 nXk=1P (Nn�1 = k)sk + 12P (Nn�1 = k � 1)sk= 12 nXk=1P (Nn�1 = k)sk + n�1Xk=0 P (Nn�1)sk+1 = n�1Xk=1 P (Nn�1 = k)sk + s2 � n�1Xk=1 P (Nn�1)sk;ar P (Nn�1 = 0) = P (Nn�1 = n) = 0: Par onséquent :Gn(s) = 12 �Gn�1(s) + s2 �Gn�1(s) = 1 + s2 �Gn�1(s):(f) On a, pour tout s 2 [0; 1℄, G1(s) = sP (N1 = 1) = s: Ainsi, à s �xé, (Gn(s))n2N� étant une suitegéométrique de raison 1+s2 , on en déduit que :8n 2 N� ; 8s 2 [0; 1℄; Gn(s) = s � �1 + s2 �n�1 :(g) D'après la question II-4(b), E(Nn) = G0n(1) ? Calulons don la dérivée de Gn. Cette fontion estdérivable sur [0; 1℄, puisqu'il s'agit d'une fontion polynomiale. De plus,8s 2 [0; 1℄; G0n(s) = �1 + s2 �n�1 + s(n� 1)2 ��1 + s2 �n�2 :Ainsi : E(Nn) = G0n(1) = 1n�1 + n� 12 � 1n�2 = n+ 12 :Partie III � Probabilité d'avoir une in�nité de fois deux Pile onséutifs.1. Plus tard, on montrera e type d'inégalités par des arguments de onvexité. Ne disposant pas enore deet outil, on fait une étude de fontions. On dé�nit la fontion f sur R par :8x 2 R; f(x) = 1� x� e�x:La fontion f est dérivable sur R en tant que somme de fontions qui le sont. On a :8x 2 R; f 0(x) = �1 + e�x:Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :xf 0(x)f(x) �1 0 +1+ 0 ��1 0 �1Ainsi, pour tout x 2 R, f(x) 6 0, don 1� x 6 e�x.6



2. (a) Soit k 2 N� �xé. La suite � nPi=k�n>k P (Ai) est roissante ar tous les termes de ette somme sontpositifs. Ainsi, soit elle onverge vers un réel, soit elle diverge vers +1. Comme la série PP (Ai)diverge, la première hypothèse ne onvient pas. Ainsi :limn!+1 nXi=k P (Ai) = +1:(b) On a Cn = Tk6i6n Ai. Or, les Ai, k 6 i 6 n étant (mutuellement, même si e n'est pas préisé dansl'énoné) indépendants, il en est de même des Ai, k 6 i 6 n. Ainsi :P (Cn) = nYi=k P (Ai);et par onséquent, P (Cn) = 1� nYi=k P (Ai):Or, d'après la question III-1, pour tout i 2 [[k; n℄℄,P (Ai) = 1� P (Ai) 6 e�P (Ai); don: nYi=k P (Ai) 6 nYi=k e�P (Ai) = exp � nXi=k P (Ai)! ;haun des termes du produit étant positif. Il vient don : P (Cn) > 1� exp � nXi=k P (Ai)! :() On obtient don l'enadrement suivant :8n > k; 1� exp � nXi=k P (Ai)! 6 P (Cn) 6 1:Le minorant tend vers 1 lorsque n tend vers +1, puisque la quantité dans l'exponentielle tend vers�1 d'après la question III-2(a). Ainsi, d'après le théorème d'enadrement, (P (Cn))n>k admet unelimite en +1, et limn!+1P (Cn) = 1:(d) Soit n > k. Alors Cn+1 = Cn [An+1, don Cn � Cn+1 .Ainsi, la suite (Cn)n>k est une suite roissante d'événements. Par onséquent, d'après la propriétéde limite monotone, P  +1[i=k Ci! = limn!+1P (Cn) = 1:(e) � Soit x 2 +1Si=k Ai. Alors il existe i 2 [[k;+1[[ tel que x 2 Ai. Comme Ai � Ci, on en déduit quex 2 Ci, don x 2 +1Si=k Ci = +1Sn=kCn. D'où l'inlusion +1[i=k Ai � +1[n=kCn:� Soit x 2 +1Sn=kCn. Alors il existe n 2 [[k;+1[[ tel que x 2 Cn, don x 2 Ak [ � � � [ An. Ainsi, ilexiste i 2 [[k; n℄℄, don a fortiori i 2 [[k;+1[[, tel que x 2 Ai. Par onséquent, x 2 +1Si=k Ai: D'oùl'inlusion +1[n=kCn � +1[i=k Ai:Les deux inlusions amènent l'égalité :+1[i=k Ai = +1[n=kCn: don: P  +1[i=k Ai! = P  +1[n=kCn! = 1:7



3. Soit A l'événement � obtenir au mois une fois une suession de deux Pile �Les tirages sont mutuellement indépendants. Don les événements An sont mutuellement indépendants,ar ils ne dépendent haun que des tirages 2n et 2n+1, don de tirages distints des autres événements Ai.De plus, An est réalisé si et seulement si P2n \ P2n+1 est réalisé, don P (An) = 14 . Ainsi, (P (An))n2N�est une suite onstante non nulle, don PP (An) diverge grossièrement.Par onséquent, on peut appliquer les résultats préédents :P  +1[i=k Ai! = 1:Or, l'événement +1Si=k Ai est � obtenir au moins une fois une suession de deux Pile ommençant à un rangpair �. Par onséquent, +1Si=k Ai � A, don :1 = P  +1[i=k Ai! 6 P (A) 6 1 puis: P (A) = 1 :Problème 2 � Une histoire de sousPartie I � Première mahine1. Soit (n; k) 2 N2 . Sahant que X = n, Y est le nombre de suès dans une série de n expérienes deBernoulli mutuellement indépendantes et de même paramètre p. Ainsi, Y sahant X = n suit une loibinomiale de paramètres (n; p) :P (Y = k j X = n) = 8<: �nk�pkqn�k si k 6 n0 sinon:2. Soit k 2 N. D'après la formule des probabilités totales sur le système omplet f[X = n℄; n 2 Ng, onobtient :P (Y = k) = +1Xn=0P (Y = k j X = n)P (X = n) = +1Xn=k�nk�pkqn�ke�4p (4p)nn! = pk(4p)kk! e�4p +1Xn=k (4pq)n�k(n� k)! :En e�etuant un hangement d'indie, on reonnaît une série exponentielle, d'où :P (Y = k) = (4p2)kk! e�4p +1Xn=0 (4pq)nn! = (4p2)kk! e�4pe4pq ;et �nalement : P (Y = k) = (4p2)kk! e�4p(1�q) = (4p2)kk! e�4p2 :3. On en déduit que Y suit une loi de Poisson de paramètre 4p2. Par onséquent, E(Y ) = 4p2 et V (Y ) = 4p2 .4. (a) Pour que le budget du Casino soit équilibré, il faut que l'espérane soit égale à la somme dépensée,à savoir 2 euros. Ainsi il faut que4p2 = 2 soit: p2 = 12 soit: p = 1p2 :(b) Pour que le béné�e du asino soit égal en moyenne à la moitié de la somme versée par le joueur, ilfaut que le gain moyen du joueur soit la moitié de la somme qu'il dépense, à savoir 1 euro sur unjeu. Ainsi, il faut que : 4p2 = 1 soit: p = 12 :8



Partie II � Deuxième mahine1. X orrespond au temps d'attente du premier suès dans une série d'épreuves de Bernoulli mutuellementindépendantes et de même paramètre p. Ainsi X suit une loi géométrique de paramètre p. On en déduitque E(X) = 1p et V (X) = qp2 .2. On proède de même que dans la partie I. On a ii X(
) = N� . Soit n 2 N� . Alors, sahant [X = n℄, Ysuit une loi binomiale de paramètre (n; p). Ainsi, pour tout n 2 N,P (Y = k j X = n) = 8<: �nk�pkqn�k si k 6 n0 sinon:Par onséquent, d'après la formule des probabilités totales sur le système quasi-omplet f[X = n℄; n 2 N�g,on obtient, pour tout k 2 N :P (Y = k) = +1Xn=1P (Y = k j X = n)P (X = n):� Si k 6= 0,P (Y = k) = +1Xn=k�nk�pkqn�kpqn�1 = pk+1 +1Xn=0�n+ kk �q2n+k�1 = pk+1qk�1 +1Xn=0�n+ kk �(q2)n:D'après la formule du bin�me négatif, on en déduit queP (Y = k) = pk+1qk�1(1� q2)k+1 = pk+1qk�1(1� q)k+1(1 + q)k+1 :Comme 1� q = p, on en déduit que P (Y = k) = qk�1(1 + q)k+1 :� Si k = 0, on obtient : P (Y = 0) = +1Xn=1�n0�p0qn�0pqn�1;ar P (X = 0) = 0, et par onséquent,P (Y = 0) = pq +1Xn=1 q2(n�1) = pq +1Xn=0(q2)n = pq1� q2 = pq(1� q)(1 + q) = q1 + q = P (Y = 0) :En e�et la somme est une somme géométrique de raison q2 dans ℄� 1; 1[.Calulons la somme des probabilités :+1Xk=0P (Y = k) = q1 + q + +1Xk=1 qk�1(1 + q)k+1 = q1 + q + 1(1 + q)2 +1Xk=0� q1 + q�k = 11 + q + 1(1 + q)2 � 11� q1+q ;et un alul élémentaire amène don +1Xk=0P (Y = k) = 1:3. L'espérane existe si et seulement la série Pk2N kP (Y = k) onverge absolument. Puisque k ne prend quedes valeurs positives, ette série est à termes positifs, et il su�t d'étudier sa onvergene.On a +1Xk=0 kP (X = k) = +1Xk=1 k � qk�1(1 + q)k+1 = 1(1 + q)2 +1Xk=1 k� q1 + q�k�1 :9



Comme q1+q est élément de l'ensemble ℄�1; 1[ (puisque 0 < q < 1+q), on en déduit, d'après la formule dubin�me négatif, la onvergene (absolue) de la série dé�nissant E(X), d'où l'existene de ette espérane.De plus : E(X) = 1(1 + q)2 +1Xk=1 k� q1 + q�k�1 = 1(1 + q)2 � 1�1� q1+q�2Après simpli�ations, on obtient E(X) = 1Sous réserve de onvergene absolue, on a, d'après le théorème de transfert :E(X(X + 1)) = 1(1 + q)2 +1Xk=1 k(k + 1)� q1 + q�k�1 :Enore une fois, la formule du bin�me négatif nous assure la onvergene absolue, et par onséquent,E(X(X � 1)) existe, et E(X(X + 1)) = 1(1 + q)2 � 2�1� q1+q�3 = 2(1 + q):L'existene de E(X(X � 1) assure ette de V (X) (les deux séries dé�nissant E(X(X � 1)) et V (X) sontà termes positifs, et de termes généraux équivalents). De plus, d'après la formuel de König-Huyghens :V (X) = E(X2)�E(X)2 = E(X(X + 1))�E(X)�E(X)2 = 2 + 2q � 1� 1 = 2q = V (X) :4. L'espérane de gain lors d'une partie est de 1 euro, pour 2 euros versés, don le béné�e du Casino esten moyenne de 1 euro sur une partie oûtant 2 euros au joueur. Ainsi, le béné�e moyen du Casino surette mahine est la moitié de la somme versée par le joueur. Cette espérane est indépendante de p. Leréglage de pn'in�ue don pas sur le béné�e moyen. En revanhe, il in�ue sur la variane.Partie III � Troisième mahine1. X1 est le nombre de suès dans une suite de n expérienes de Bernoulli indépendantes de même paramètrep. Ainsi, X1 suit une loi binomiale de paramètres (n; p) : X1 ,! B(n; p) . Par onséquent, E(X1) = npet V (X1) = npq .2. Lors de la deuxième série de tirages, on e�etue X1 tirages, X1 pouvant varier entre 0 et n. Ainsi, onpeut obtenir entre 0 et n suès. Par onséquent, X2(
) = [[0; n℄℄.Soit ` 2 [[0; n℄℄. La loi de X2 sahant que X1 = ` est la loi d'une variable aléatoire égale au nombre desuès lors d'une série de ` expérienes de Bernoulli indépendantes de même paramètre p, don une loibinomiale de paramètre (`; p). Par onséquent :8(k; `) 2 [[0; n℄℄2; P (X2 = k j X1 = `) = 8<: �k̀�pkq`�k si k 6 `0 sinon:Ainsi, d'après la formule des probabilités totales appliquée au système omplet f[X1 = `℄; ` 2 [[0; n℄℄g, onobtient :8k 2 [[0; n℄℄; P (X2 = k) = nX̀=0 P (X2 = k j X1 = `)P (X1 = `) = nX̀=k�k̀��ǹ�pkq`�kp`qn�`= n�kX̀=0 �`+ kk �� n`+ k�p`+2kqn�k = qn�kp2k n�kX̀=0 (`+ k)!n!`!k!(`+ k)!(n� `� k)!p`= qn�kp2k n�kX̀=0 (n� k)!n!`!k!(n� k)!(n� `� k)!p`= �nk�qn�kp2k n�kX̀=0 �n� k` �p` = �nk�qn�kp2k(1 + p)n�k:10



Puisque q(1 + p) = (1� p)(1 + p) = 1� p2, on en déduit que8k 2 [[0; n℄℄; P (X2 = k) = �nk�p2k(1� p2)n�k ; soit: X2 ,! B(n; p2) :Vous remarquerez qu'en lisant l'énoné jusqu'au bout, vous étiez aidé pour ette question,puisqu'on vous fournit dans la partie 4 la réponse à ette question. Cela vous permet dediriger les aluls en onséquene, et au besoin d'admettre le résultat pour répondre auxquestions suivantes. Sans aller jusqu'à la partie 4, la question suivante vous indique égale-ment que vous devez retrouver une loi lassique.3. Puisque X2 ,! B(n; p2), on obtient immédiatement E(X2) = np2 et V (X2) = np2(1� p2) :4. Le gain du joueur est X1 +X2. Ainis l'espérane de gain estE(X1 +X2) = n(p+ p2) = np(1 + p) :5. Pour que le béné�e moyen du Casino soit la moitié de la somme versée, il faut que l'espérane de gainsoit égale à l'autre moitié, don :np(1 + p) = n2 soit: 2p(1 + p) = 1 soit: p2 + p� 1 = 0:La résolution de ette équation du seond degré donne :p1 = �1�p52 et p2 = �1 +p52 :La première valeur est impossible ar négative. La seonde est bien dans l'intervalle ℄0; 1[. Ainsi, il fauthoisir p = �1 +p52 .Partie IV � Quatrième mahine1. Soit, pour tout k dans N� , la propriété P(k): Xk ,! B(n; pk).Par hypothèse X1 ,! B(n; p), don P(1) est vraie. Même si ela est inutile pour bien fonder la réurrene,on peut remarquer qu'on a démontré dans la partie 3 que P(2) est vraie aussi.Soit k 2 N� tel que P(k) soit vraie. A haque série de laners, on e�etue un nombre d'expériene égalau nombre de suès de la série préédente, don inférieur ou égal au nombre d'expérienes de la sériepréédente. Ainsi, on e�etue lors d'une série donnée, au plus n expérienes de Bernoulli, don on obtientau plus n suès. On peut obtenir n suès, si on a également obtenu uniquement des suès dans toutesles séries préédentes. Ainsi, Xk+1(
) = [[0; n℄℄.Soit j 2 [[0; n℄℄. Alors, sahant Xk = `, Xk+1 est le nombre de suès dans une suite de ` expérienes deBernoulli indépendantes de même paramètre p, et suit don une loi binomiale de paramètres (`; p). Ainsi :8(j; `) 2 [[0; n℄℄2; P (Xk+1 = j j Xk = `) =8<: �j̀�pjq`�k si j 6 `0 sinon:On en déduit, d'après la formule des probabilités totales appliquées au système omplet f[Xk = `℄; ` 2[[0; n℄℄g, que :8j 2 [[0; n℄℄; P (Xk+1 = j) = nX̀=0 P (Xk+1 = j j Xk = `)P (Xk = `) = nX̀=j �j̀��ǹ�pj(1� p)`�jpk`(1� pk)n�`;
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d'après l'hypothèse de réurrene. Ainsi :8j 2 [[0; n℄℄; P (Xk+1 = j) = n�jX̀=0 �`+ jj ��ǹ�pj+k(`+j)(1� p)`(1� pk)n�`�j= p(k+1)j n�jX̀=0 (`+ j)!n!`!j!(`+ j)!(n� `� j)! (pk(1� p))`(1� pk)n�`�j= p(k+1)j n�jX̀=0 (n� j)!n!`!j!(n� j)!(n� `� j (pk(1� p))`(1� pk)n�`�j= �nj�p(k+1)j n�jX̀=0 �n� j` �(pk(1� p))`(1� pk)n�`�j= �nj�p(k+1)j(pk(1� p) + 1� pk)n�j = �nj�(p(k+1))j(1� pk+1)n�j :Ainsi, Xn+1 ,! B(n; pk+1), d'où P(n+ 1).Par onséquent, P(1) est vraie, et pour tout k dans N� , P(k) entraîne P(k + 1). D'après le prinipe deréurrene, P(k) est vraie pour tout k dans N� .2. Soit k 2 N� . On e�etue k séries de tirages au plus si et seulement une des k premières série amène 0suès. A partir de ette série, toutes les séries préédentes amènent 0 suès puisqu'on ne tire plus. Ainsi,la k-ième série amène 0 suès. Don [Xk = 0℄. Réiproquement, si la k-ième série amène 0 suès, lapartie s'arrête là, à moins qu'elle s'était déjà arrêtée avant. Ainsi, on e�etue au plus k séries de tirages,don [Z 6 k℄. Par onséquent, [Z 6 k℄ = [Xk = 0℄ .Si k = 0, [Z 6 k℄ est l'événement impossible, puisqu'on e�etue au moins une série.3. Par onséquent, pour tout k 2 [[2;+1[[,P (Z = k) = P ([Z 6 k℄ n [Z 6 k � 1℄) = P ([Z 6 k℄)� P ([Z 6 k � 1℄);ar [Z 6 k � 1℄ � [Z 6 k℄. Ainsi, onnaissant les lois de Xk et Xk�1, on peut érire :P (Z = k) = P (Xk = 0)� P (Xk�1 = 0) = (1� pk)n � (1� pk�1)n:De plus P (Z = 1) = P (X1 = 0) = pn .4. L'énoné n'est pas bien posé, ar il vaut mieux partir des probabilités P (Z 6 k) pour répondre à ettequestion. Soit A l'événement � la partie s'arrête �. L'événement A est réalisé si et seulement si il existeun rang k pour lequel [Z 6 k℄ est réalisé. Ainsi :A = +1[k=1[Z 6 k℄:Or ([Z 6 k℄k2N� est une suite roissante pour l'inlusion. Ainsi, d'après la propriété de limite monotone,P (A) = limk!+1P (Z 6 k) = limk!+1P (Xk = 0) = limk!+1(1� pk)n = 1:Ainsi, P (A) = 1 , don l'événement A est réalisé presque sûrement.5. Don presque sûrement, la suite (Xk)k2N� prend des valeurs nulles à partir d'un ertain rang, et Y =Pk2N�Xk est une somme �nie, don dé�nie.6. D'après l'énoné, on peut érire :E(Y ) = E +1Xk=1Xk! = +1Xk=1E(Xk) = +1Xk=1 npk = np1� p = E(Y ):7. Ainsi, le asino fait un béné�e moyen égal à la moitié de la somme dépensée par le joueur si et seulementsi E(Y ) = n2 ; soit: 2p1� p = 1 soit: 2p = 1� p soit: p = 13 :12


