
Lyée La Bruyère, Versailles 2008/2009ECS 2 � Mathématiques Corretion du Devoir Maison no 7(Exeries 9 et 10 de la feuille d'analyse 4)Exerie 9 � (Étude de la fontion �)1. On rappelle que d'après le ours, � est dé�nie sur R�+ . Soit x > 0. Alors�(x) = Z +10 tx�1e�t > Z 10 tx�1e�t dt;ar la fontion intégrée est positive et ℄0; 1℄ �℄0;+1[. De plus, pour tout t 2℄0; 1℄, e�t > e�1, don, tx�1étant positif, et par propriété de roissane de l'intégrale,�(x) > 1e Z 10 tx�1 dt:On en déduit que �(x) > 1e h txx i1lim0+ = 1xe :Or, limx!0+ 1xe = +1, don, d'après le théorème d'existene d'une limite in�nie par minoration, � admetune limite en 0+, et limx!0+ �(x) = +1.2. Soit x > 1. De la même façon, puisque la fontion intégrée est positive, et que [2;+1[�℄0;+1[, on a :�(x) = Z +10 tx�1e�t dt > Z +12 tx�1e�t dt > 2x�1 Z +12 e�t dt;ar la fontion t 7! tx�1 est roissante sur [2;+1[ (puisque x � 1 > 0), don minorée sur et intervallepar sa valeur en 2.Ainsi, pour tout x > 1, �(x) > 2x�1h� e�ti+12 = 2x�1e2 :Or, limx!+1 2x�1e2 = +1, don, d'après le théorème de minoration, � admet une limite en +1, etlimx!+1�(x) = +1.On pose, pour tout t 2 R�+ , ft la fontion dé�nie sur R�+ par ft(x) = tx�1e�t.3. À t �xé, x 7! tx�1 = e(x�1) ln t est de lasse C2 (et même C+1) sur R�+ , en tant que omposée d'unefontion a�ne et d'une exponentielle. Ainsi, ft est de lasse C2 sur R�+ , puisque e�t est une onstante parrapport à x. De plus (on dérive par rapport à x) :8x 2 R�+ ; f 0t(x) = e�t ln te(x�1) ln t = e�t ln t�tx�1; puis: f 00t (x) = e�t(ln t)2e(x�1) ln t = e�t(ln t)2tx�1:4. Soit x 2 R�+ , et h 2 R tel que jhj 6 min �x2 ; 1�.(a) Soit �x = min �x2 ; 1�. On �xe x 2 R�+ et t 2 R�+ . La fontion ft est de lasse C2 sur R�+ , don sur[x2 ; 3x2 ℄, don sur le sous-intervalle [x��x; x+�x℄. Or, puisque jhj 6 �x, x+h est dans et intervalle.Don, d'après l'inégalité de Taylor Lagrange appliquée entre x et x+ h,jft(x + h)� ft(x) � hf 0t(x)j 6 h22 M2(t; x);où M2(t; x) est un majorant de jf 00t j sur l'intervalle [x � �x; x + �x℄ (il peut dépendre de t et x quisont �xés, mais pas de h). Remarquez que l'inégalité de l'énoné n'est pas dé�nie lorsque h = 0, nousrajoutons don l'hypothèse h 6= 0. Dans es onditions, on peut diviser par jhj et on obtient :����ft(x+ h)� ft(x)h � f 0t(x)���� 6 jhj2 M2(t; x);1



Vous aurez reti�é par vous-même la valeur absolue manquante.Déterminons une valeur possible de M2(t; x).� Supposons t > 1. Alors pour tout y 2 [x� �x; x+ �x℄,jf 00t (y)j = (ln t)2e�tty�1 6 (ln t)2e�ttx;ar, puisque �x 6 1, y 6 x+ 1, don y � 1 6 x, et de plus t > 1.� Supposons t < 1. Alors par le même raisonnement y > x � �x > x � x2 , don y � 1 > x2 � 1, etomme 0 < t < 1, ty�1 6 t x2�1. Ainsi,jf 00t (y)j 6 (ln t)2e�tt x2�1;On peut don hoisir M2(t; x) omme étant égal à une de es deux valeurs, en disutant suivant lavaleur de t.(b) Soit x 2 R�+ .� La fontion g : t 7! (ln t)2e�tt x2�1 est ontinue sur ℄0; 1℄. La seule impropreté de l'intégrale setrouve don en 0. Or, en 0, on a t� x4+1jg(t)j = t x4 (ln t)2e�t:Puisque x4 > 0, les roissanes omparées ntre puissanes et logarithme en 0 amènent :limt!0+ t� x4+1jg(t)j = 0; don: jg(t)j = o0+� 1t1�x4 � :Or, Z 10 dtt1� x4 onverge en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 1� x4 < 1, don, les fontionsétant positives, Z 10 jg(t)j dt onverge, don Z 10 g(t) dt onverge, don onverge absolument.� La fontion h : t 7! (ln t)2e�ttx est ontinue sur [1;+1[. La seule impropreté de l'intégrale sesitue dons en +1. Or, l'exponentielle � va l'emporter �. Plus préisément, d'après les roissanesomparées, (ln t)2 = o+1(t) don: (ln t)2t x2�1 = o+1(t x2 ):De plus, d'après les roissanes omparées, e�t = o+1� 1t2+ x2 �, don :h(t) = o+1� t x2t2+ x2 � don: h(t) = o+1� 1t2� :Ainsi, omme Z +11 1t2 dt onverge en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 2, et par po-sitivité des fontions, on en déduit, d'après le théorème de omparaison par o que Z +11 h(t) dtonverge.() On déduit de la question préédente que, à x �xé, Z +10 M2(t; x) dt est onvergente. Alors, par le théo-rème de omparaison par inégalité, pour tout h 2 [x� �x; x+ �x℄, h 6= 0, Z +10 ft(x+ h)� ft(x)h �f 0t(x) dt onverge absolument. Ainsi, d'après l'inégalité triangulaire, on obtient :����Z +10 ft(x+ h)� ft(x)h � f 0t(x) dt���� 6 Z +10 ����ft(x+ h)� ft(x)h � f 0t(x)���� dt 6 jhj2 Z +10 M2(t; x) dt:Or, par les propriétés de onvergene de l'intégrale �, Z +10 ft(x+h) dt et Z +10 ft(x) dt onvergent.Comme Z +10 ft(x+ h)� ft(x)h � f 0t(x) dt onverge également, on en déduit la onvergene de2



Z +10 f 0t(x) dt. Ainsi, on peut érire :����Z +10 ft(x+ h)� ft(x)h � f 0t(x) dt���� = ��������Z +10 ft(x+ h) dt� Z +10 ft(x) dth � Z +10 f 0t(x) dt��������= �����(x+ h)� �(x)h � Z +10 f 0t(x) dt���� :Ainsi, on obtient, pour tout h 2 [x� �x; x+ �x℄, h 6= 0 :�����(x+ h)� �(x)h � Z +10 f 0t(x) dt���� 6 jhj2 Z +10 M2(t; x) dt:Cette intégrale est onvergente, et sa valeur ne dépend par de h, donlim jhj2 Z +10 M2(t; x) dt = 0:Puisque Z +10 f 0t(x) ne dépend pas de h, on en déduit que �(x+ h)� �(x)h admet une limite lorsqueh tend vers 0, don que � est dérivable en x, et que :�0(x) = limh!0 �(x+ h)� �(x)h = Z +10 f 0t(x) dt:Cei étant vrai pour tout x 2 R�+ , � est dériable sur R�+ , l'expression i-dessus donnant l'expressionde �0 en tout point de R�+ .5. L'expression trouvée pour f 00t montre lairement que f 00t est une fontion positive sur R�+ , don f 0t estroissante sur R�+ , à t �xé. Soit don 0 < x < y. Alors pour tout t 2 R�+ , f 0t(x) 6 f 0t(y). Par la propriétéde roissane de l'intégrale, on en déduit, es intégrales étant onvergentes, que :Z +10 f 0t(x) dt 6 Z +10 f 0t(y) dt don: �0(x) 6 �0(y):Ainsi, �0 est une fontion roissante sur R�+ , don � est onvexe sur R�+ .Exerie 10 � Pour tout réels x et y, on poseB(x; y) = Z 10 tx�1(1� t)y�1 dt:1. (a) Pour tout (x; y) 2 R2 , la fontion t 7! tx�1(1 � t)y�1 est ontinue sur ℄0; 1[. Don il peut y avoirdeux impropretés en 0 et en 1.� Étude en 0. On a, au voisinage de 0 :tx�1(1� t)y�1 �t!0+ tx�1:Les fontions étant positives, l'intégrale dé�nissant B(x; y) et R 10 tx�1 dt sont de même nature enla borne 0. Or ette dernière intégrale est onvergente si et seulement si 1� x < 1, don si x > 0,en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 1 � x en 0. Ainsi, l'intégrale dé�nissant B(x; y)onverge en la borne 0 si et seulement si x > 0.� Étude en 1. De même : tx�1(1� t)y�1 �t!1�(1� t)y�1;et l'intégrale Z 10 (1� t)y�1 dt onverge (pour sa seule borne impropre 1) si et seulement si y > 0(il s'agit enore une fois d'une intégrale de Riemann, en 1 ette fois). Don l'intégrale dé�nissantB(x; y) onverge en la borne 1 si et seulement si y > 0.3



Ainsi, le domaine de dé�nition de B est (R�+ )2.(b) Soit (x; y) 2 R�+ )2. E�etuons le hangement de variables u = 1� t dans B(x; y), don t = 1� u ='(u), don dt = � du. La fontion ' est bijetive de ℄0; 1[ dans ℄0; 1[, de lasse C1 et stritementdéroissante. Ainsi, d'après le théorème de hangement de variables, les intégralesZ 10 tx�1(1� t)y�1 dtet� Z 10 (1� u)x�1(1� 1 + u)y�1(� du)sont de même nature, don onvergentes, et :B(x; y) = Z 10 tx�1(1�t)y�1 dt = � Z 10 (1�u)x�1(1�1+u)y�1(� du) = Z 10 uy�1(1�u)x�1 du = B(y; x):() Soit (x; y) 2 (R�+ )2. On a : B(x + 1; y) = Z 10 tx(1� t)y�1 dt:E�etuons une intégration par parties sur ette intégrale, en posant les fontions u et v dé�nies par :8t 2℄0; 1[; u(t) = tx et v(t) = � (1� t)yy :Alors u et v sont de lasse C1 sur ℄0; 1[, et8t 2℄0; 1[; u0(t) = xtx�1 et v0(t) = (1� t)y:De plus, puisque x > 0 et y > 0, on a :limt!0+ u(t)v(t) = 0 et limt!1� u(t)v(t) = 0:Ainsi, es limites existant dans R, le théorème d'intégration par parties permet d'a�rmer que lesintégrales R 10 u0v et R 10 uv0 sont de même nature, don onvergentes, et queZ 10 tx(1� t)y�1 dt = limt!1� u(t)v(t)� limt!0+ u(t)v(t) � Z 10 �xtx�1 � (1� t)yy dt = xyB(x; y + 1):Don yB(x+ 1; y) = xB(x; y + 1).Or, on a :B(x; y+1) = Z 10 tx�1(1�t)y dt = Z 10 tx�1(1�t)y�1(1�t) dt = Z 10 tx�1(1�t)y�1 dt�Z 10 tx(1�t)y�1 dt;es intégrales étant onvergentes. Ainsi :B(x; y + 1) = B(x; y)�B(x+ 1; y):On obtient don la relation suivante :yB(x+ 1; y) = xB(x; y)� xB(x + 1; y) don: B(x+ 1; y) = xx+ yB(x; y):(d) On ommene par n = 0. On obtient :B(1; y) = Z 10 t0(1� t)y�1 dt = Z 10 (1� t)y�1 dt = h� (1� t)yy i10 = 1y :Alors, par itération de la formule trouvée dans la question préédente, pour tout n 2 N,B(n+ 1; y) = nn+ y � n� 1n� 1� y � � � 11 + yB(1; y) = n!y nQk=1(k + y) = n!nQk=0(k + y) :Ce produit ne se simpli�e pas davantage. 4



2. Soit n 2 N� .(a) La dérivée seonde de f : t 7! e�t est f 00 : t 7! e�t. Don f 00 est positive sur R, don f est onvexe.Ainsi, la ourbe de f est au-dessous de ses tangentes, notamment de sa tangente en 0. Ainsi :8t 2 R; e�t > f 0(0)t+ f(0) = �t+ 1:Ainsi, pour tout t 2 [0; n℄, �1� tn� 6 e� tn . Or puisque t 2 [0; n℄, es quantités sont positives, donen élevant à la puissane n, par roissane de x 7! xn sur R+ , on obtient�1� tn�n 6 e�t:(b) Question déliate ! Je n'ai personnellement pas trouvé de méthode pour t 2 [0;pn℄ qui ne marhe paspour t 2 [pn; n℄. J'expose don une méthode ne néessitant pas de disussion. J'ai moi-même mis unpeu de temps avant de trouver (peut-être n'ai-je pas vu un point évident pour le as t 2 [p0;pn℄ ?)Tout d'abord, pour tout x 2 [0; 1℄, on a (1�x)n > 1�nx. Enore une fois, il s'agit d'une inégalité deonvexité. En posant h : x 7! (1�x)n, on obtient, si n > 2, pour tout x 2 [0; 1℄, h0(x) = �n(1�x)n�1et h00(x) = n(n � 1)(1 � x)n�2 > 0. Si n = 1, h00 = 0 > 0. Ainsi, dans tous les as, h est onvexe,don au-dessus de sa tangente en 0. Ainsi :8x 2 [0; 1℄; (1� x)n > f 0(0)x+ f(0) = �nx+ 1:On en déduit que pour tout t 2 [0; n℄, puisque tn 2 [0; 1℄ : 1� n� tn�2! e�t 6  1�� tn�2!n e�t 6 �1� tn�n�1 + tn�n e�t 6 �1� tn�n ete�t = �1� tn�n ;d'après la question 2a, ave x = tn .() Soit x > 0 ; On en déduit que pour tout t 2 [0; n℄, 1� n� tn�2! e�t 6 �1� tn�n 6 e�t;don, puisque tx�1 > 0, 1� n� tn�2! e�ttx�1 6 �1� tn�n tx�1 6 e�ttx�1:don : e�ttx�1 � 1ne�ttx+1 6 �1� tn�n tx�1 6 e�ttx�1:En intégrant ette inégalité entre 0 et n, on obtient, par positivité de l'intégrale (les intégrales étantonvergentes en 0 d'après les propriétés de onvergene des intégrales �)Z n0 e�ttx�1 dt� 1n Z n0 e�ttx+1 dt 6 Z n0 �1� tn�n tx�1 dte�ttx�1 6 Z n0 e�ttx�1 dt:Or, limn!+1 Z n0 e�ttx�1 dt = �(x) et limn!+1 Z n0 e�ttx+1 dt = �(x+ 2):Ainsi, d'après les règles usuelles sur les limites, le majorant et le minorant onvergent tous deux vers�(x). Ainsi, d'après le théorème d'enadrement, le terme intermédiaire admet une limite, etlimn!+1 Z n0 �1� tn�n tx�1 dt = �(x):5



(d) E�etuons le hangement de variables u = tn , don t = nu = '(u). La fontion ' est une bijetionde [0; 1℄ dans [0; n℄, stritement roissante, et de lasse C1. Ainsi, les intégrales étant onvergentes,on a :Z n0 �1� tn�n tx�1 dt = Z 10 (1� u)n(nu)x�1n du = nx Z 10 (1� u)nux�1 du = nxB(n+ 1; x):On déduit alors de la question 1(d) que :limn!+1nx � n!nQk=0(k + x) = limn!+1 Z n0 �1� tn�n tx�1 dt = �(x):3. (a) D'après e qui préède,limn!+1nyB(n+1; y) = �(y) 6= 0; don: nyB(n+1; y) �+1�(y); don: B(n+1; y) �+1 �(y)ny :(b) Comme t 2 [0; 1℄, la fontion x 7! tx est déroissante. Don, à y �xé, par propriété de roissane del'intégrale, la fontion B est déroissante en sa première variable. Ainsi, pour tout x > 1,B(bx+ 1; y) 6 B(x; y) 6 B(bx; y)où bx désigne la partie entière de x. Or, x �+1bx et x �+1bx+ 1, don y étant �xe,bxy � xy � (bx+ 1)y:Ainsi, B(bx; y) �+1 �(y)xy �+1B(bx + 1; y):Or, l'enadrement préédent amène, pour tout x > 1,B(bx+ 1; y)�(y)=xy 6 B(x; y)�(y)=xy 6 B(bx; y)�(y)=xy :D'après e qui préède, les termes enadrant admettent 1 pour limite, don aussi le terme entral.Don B(x; y) �+1 �(y)xy :() Désolé pour la référene inorrete. L'énoné voulait renvoyer à la question 2. Par itération de laquestion 1(), on obtient dans un premier temps queB(x+ n; y) = x+ n� 1x+ y + n� 1B(x+ n� 1; y) = � � � = n�1Qk=0(x + k)n�1Qk=0(x+ y + k)B(x; y)Ainsi, d'après la question 2,�(x+ y)�(x) �n!+1 nx+yn!nxn! � nQk=0(x + k)nQk=0(x+ y + k) �+1 nyB(x+ n; y)B(x; y) � x+ nx+ y + n �+1 nyB(x+ n; y)B(x; y) :Or, B(x+ n; y) �+1 �(y)ny , don, en remplaçant dans l'équivalent préédent :�(x+ y)�(x) �n!+1 �(y)B(x; y) :Comme es expressions ne dépendent plus de n, on en déduit l'égalité plaçant dans l'équivalentpréédent : �(x+ y)�(x) = �(y)B(x; y) soit: B(x; y) = �(x)�(y)�(x + y) :6


