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i
e 1 � (EDHEC 2003)1. Commençons par une remarque : la tra
e est une forme linéaire sur M3(R). En e�et, soit A = (ai;j) etB = (bi;j) deux matri
es de M3(R), et � un réel. Alorstr(A+ �B) = 3Xi=1(ai;i + �bi;i) = 3Xi=1 ai;i + � 3Xi=1 bi;i = tr(A) + � tr(B):Montrons, à l'aide de 
e résultat, que h�; i dé�nit un produit s
alaire.� Soit (A;B;C) 2M3(R) et � 2 R. AlorshA;B + �Ci = tr( tA(B + �C)) = tr( tAB + � tAC) = tr( tAB) + � tr( tAC);par linéarité de la tra
e. Ainsi, hA;B + �Ci = hA;Bi+ � hA;Ci ;d'où la linéarité par rapport à la se
onde variable.� Soit (A;B) 2M3(R)2 . Alors hB;Ai = tr( tBA) = tr( t( tBA));
ar les éléments diagonaux d'une matri
e et de sa transposée sont les mêmes, don
 les tra
es d'unematri
e et de sa transposée sont égales Ainsi, puisque t( tBA) = tAB, on obtient hB;Ai = hA;Bi :� h�; �i étant symétrique et linéaire par rapport à la se
onde variable, elle l'est aussi par rapport à lapremière variable. il s'agit don
 d'une forme bilinéaire symétrique.� Soit A 2 M3(R), et notons A = (ai;j)16i;j63, tA = (bi;j)16i;j63 et tAA = (
i;j)16i;j63. Alors8i 2 [[1; 3℄℄; 
i;i = 3Xj=1 ai;jbj;i = 3Xj=1 ai;jai;jAinsi, hA;Ai = 3Xi=1 3Xj=1 a2i;j = X16i;j63 a2i;j :On en déduit que hA;Ai > 0, en tant que somme de termes positifs. Don
 h�; �i est positive.� De plus, une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls. Ainsi,hA;Ai = 0 si et seulement si pour tout (i; j) 2 [[1; 3℄℄2, a2i;j = 0, 
'est-à-dire ai;j = 0, don
 si etseulement si A = 0. Ainsi, la forme bilinéaire h�; �i est dé�nie.Don
 h�; �i étant une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive.2. On a :� tIJ = J , don
 hI; Ji = 0 + 0 + 0 = 0,� tIJ2 = J2 = 0B�0 0 10 0 00 0 01CA, don
 hI; Ji = 0� tJJ2 = 0B�0 0 01 0 00 1 01CA0B�0 0 10 0 00 0 01CA = 0B�0 0 00 0 10 0 01CA, don
 
J; J2� = 0.1



Ainsi, la famille (I; J; J2) est une famille orthogonale.3. (a) Puisque (I; J; J2) est déjà orthogonale, il su�t de diviser les J i par leur norme :� kIk2 = tr( tII) = 3� kJk2 = tr( tJJ) = tr0B�0 0 00 1 00 0 11CA = 2� kJ2k2 = tr( t(J2)J) = tr0B�0 0 00 0 00 0 11CA = 1.Ainsi, la famille � 1p3I; 1p2J; J2� est un famille orthonormale.(b) Soit A = (ai;j)16i;j63.� Soit i = 0, K0 = 1p3I . AinsihK0; Ai = 1p3 hI; Ai = 1p3 tr(A) = 1p3 2Xi=1 ai;i:� Soit i = 1, K1 = 1p2J . Ainsi, hK1; Ai = 1p2 hJ;Ai = 1p2 tr( tJA):Or, tJA = 0B�0 0 01 0 00 1 01CA0B�a1;1 a1;2 a1;3a2;1 a2;2 a2;3a3;1 a3;2 a3;31CA = 0B� 0 0 0a1;1 a1;2 a1;3a2;1 a2;2 a2;31CAAinsi, hK1; Ai = 1p2(a1;2 + a2;3).� De même, t(J2)A = 0B� 0 0 00 0 0a1;1 a1;2 a1;31CA ;don
 hK2; Ai = 
J2; A� = a1;3.(
) (K0;K1;K2) étant une base orthonormale,p(A) = hA;K0iK0 + hA;K1iK1 + hA;K2iK2= 1p3(a1;1 + a2;2 + a3;3)K0 + 1p2(a1;2 + a2;3)K1 + a1;3K2:(d) p(A) est nul si et seulement si 8><>: a1;1 + a2;2 + a3;3 = 0a1;2 + a2;3 = 0a1;3 = 0Ainsi, le 
hoix entièrement libre de ai;j , i 2 [[2; 3℄℄, j 2 [[1; 3℄℄ détermine les valeurs restants a1;j ,j 2 [[1; 3℄℄. En prenant une base pour l'ensemble des paramètres (de dimension 6), on obtient, les 6matri
es suivantes, formant une base de Ker p :E2;1; E2;2 �E1;1; E2;3 �E1;2; E3;1; E3;2; E3;3 �E1;1;où pour tout (i; j), Ei;j est la matri
e dont tous les 
oe�
ients sont nuls, sauf le 
oe�
ient en position(i; j), égal à 1. Ces ve
teurs forment don
 une base de Ker p.Remarquez la 
ohéren
e du résultat : p étant la proje
tion sur un espa
e de dimension 3, dans unespa
e total de dimension 9, Ker(p) est de dimension 6, 
e qu'on retrouve bien par la des
ription de
ette base, 
omprenant 6 ve
teurs. 2



Exer
i
e 2 � (d'après EDHEC 2002)1. Étude des symétries de Rn(a) i. Soit x 2 F1, alors la dé
omposition de x dans la somme dire
te F1�F2 est x = x+0, don
, pardé�nition, s(x) � x� 0 = x.ii. � Soit x 2 F1, d'après 
e qui pré
ède, s(x) = x, don
 (s � id)(x) = 0, don
 x 2 Ker(s � id)Ainsi, F1 � Ker(f � id).� Soit x 2 Ker(s� id). Il existe x1 2 F1 et x2 2 F2 tels que x = x1 + x2. Alors s(x) = x1 � x2.Mais par ailleurs, s(x) = x = x1 + x2 
ar x 2 ker(s � id). Ainsi, x1 � x2 = x1 + x2, don
x2 = 0. Par 
onséquent, x = x1, don
 x 2 F1.Ainsi, Ker(s� id) � F1.Les deux in
lusions amènent l'égalité Ker(s� id) = F1.(b) i. Soit x 2 F2. La dé
omposition de x dans F1 � F2 est don
 x = 0 + x, don
 s(x) = 0� x = �x.ii. � Soit x 2 Ker(s + id). Ainsi, s(x) = �x. Soit x1 2 F1 et x2 2 F2 tels que x = x1 + x2. On adon
 : s(x) = x1 � x2 et s(x) = �x = �x1 � x2:Par 
onséquent, x1 = 0, don
 x 2 F2. Ainsi, Ker(s+ id) � F2.� Soit x 2 F2. Alors, d'après la question pré
édente, s(x) � �x, don
 x 2 Ker(s + id). Ainsi,F2 � Ker(s+ id).Les deux in
lusions amènent l'égalité Ker(s+ id) = F2.(
) Puisque F1�F2 = E, on a don
 Ker(s� id)�Ker(s+id) = E, 
'est-à-dire E1�E�1 = E. La sommedes espa
es propres étant dire
te, il ne peut don
 pas y avoir d'avantage de valeurs propres que 1et �1 (qui ne sont pas for
ément toutes les deux valeurs propres : on n'a pas a�rmé que E1 6= f0get E2 6= 0). Ainsi, 1 et �1 sont les seules valeurs propres possibles, et E1 � E�1 = E, don
 s estdiagonalisable.Soit B une base 
onstituée d'une base de Ker(s � id) (don
 des ve
teurs propres asso
iés à 1) etd'une base de Ker(s + id) (don
 des ve
teurs propres asso
iés à �1). Alors la matri
e de s dans labase B est 0BBBBBBBBBB�
1 . . . 01 �10 . . . �1

1CCCCCCCCCCA ;le nombre de 1 sur la diagonale étant égal à la dimension de Ker(s� id).(d) Soit M la matri
e obtenue dans la question pré
édente, et soit s l'endomorphisme asso
iée à 
ettematri
e dans une base B = (b1; . . . ; bn). On note p le nombre de 1 sur la diagonale quel
onque. Onpose :� F1 = Ker(s� Id) = Ve
t(b1; : : : ; bP )� F2 = Ker(s+ id) = Ve
t(bp+1; : : : ; bn).On a don
 F1 � F2 = E.Soit x 2 E, et soit x = x1 + x2 sa dé
omposition dans la somme dire
te F1 � F2. Il existe don
(�1; : : : ; �n) 2 Rn tels que x1 = pXi=1 �ibi et x2 = nXi=p+1�ibi:3



Or, l'expression de la matri
e de s dit que pour tout i 2 [[1; p℄℄, s(bi) = bi et pour tout i 2 [[p+1; n℄℄,s(bi) = �bi. Ainsis(x1 + x2) = pXi=1 �is(bi) + nXi=p+1�is(bi) = pXi=1 �ibi � nXi=p+1 �ibi = x1 � x2:Don
 s est la symétrie par rapport à F1 parallèlement à F2.(e) Soit s une symétrie. Alors il existe une base dans laquelle la matri
e M de s est de la forme dé
rite
i-dessus. Cette matri
e véri�e M2 = In, don
 s2 = Id.Ré
iproquement, si s2 = Id, alors X2 � 1 est un polyn�me annulateur de s, don
 les seules valeurspropres possibles de s sont 1 et �1. De plus, si E1 et E�1 sont les sous-espa
es propres 
orrespondant(éventuellement nuls si 1 ou �1 n'est pas valeur propre), on a E1 �E�1 = E. En e�et :� la somme dire
te provient des résultats généraux sur les espa
es propres si 1 et �1 sont tous deuxvaleurs propres, et est évident si l'une ou plusieurs des deux valeurs n'est pas valeur propre (
arf0g est en somme dire
te ave
 tout autre espa
e).� Pour tout x 2 E, x = 12 (x+ s(x)) + 12 (x� s(x)).Or, s(x+ s(x)) = s(x)� s2(x) = s(x) � x, don
 x+ s(x) 2 E�1. De même x� s(x) 2 E1.Ainsi, E � E1 +E�1. L'in
lusion ré
iproque étant évidente, on a E1 +E�1 = E.L'endomorphisme s est don
 diagonalisable. Dans une base de diagonalisation qui est 
onstituée toutd'abord de ve
teurs propres asso
iés à 1 puis de ve
teurs propres asso
iés à �1, la matri
e de s estde la forme dé
rite en (
). D'après la question (d), on en déduit que s est une symétrie.2. Symétries orthogonales(a) On a, pour tout x de E dont la dé
omposition sur la somme dire
t F � F? = E est x = x1 + x2,p(x) = x1 et s(x) = x1 � x2 = 2x1 � (x1 + x2) = 2p(x)� x:Par 
onséquent, s = 2p� Id.(b) Soit (u1; : : : ; up) une base orthonormale de F , et x 2 E. D'après le 
ours, l'expression de p(x) estp(x) = pXi=1 hx; uii ui:Ainsi, s(x) =  2 pXi=1 hx; uiiui!� x:(
) Dans 
ette question, on suppose que n = 3, et que F est la plan d'équation x� 2y + 3z = 0.i. Une base de F est (b1; b2) = 0B�0B�2101CA ;0B��301 1CA1CA.Soit (u1; u2) l'orthonormalisée de S
hmidt de 
ette base.� kb1k2 = 5, don
 u1 = 1p5 0B�2101CA :� Soit v2 = b2 � hb2; u1iu1. On a :v2 = 0B��301 1CA� 15 *0B��301 1CA ;0B�2101CA+0B�2101CA = 0B��301 1CA+ 65 0B�2101CA = 15 0B��365 1CA :On a kv2k2 = 125 � 70. Don
 u2 = v2kv2k = 1p70 0B��365 1CA :4



La famille (u1; u2) est don
 une base orthonormale de F .ii. Il s'agit de 
al
uler s(e1), s(e2) et s(e3) où (e1; e2; e3) est la base 
anonique de R3 . On a :� s(e1) = 25 *0B�1001CA ;0B�2101CA+0B�2101CA+ 135 *0B�1001CA ;0B��365 1CA+0B��365 1CA�0B�1001CA = 17 0B� 62�31CA� s(e2) = 25 *0B�0101CA ;0B�2101CA+0B�2101CA+ 135 *0B�0101CA ;0B��365 1CA+0B��365 1CA�0B�0101CA = 17 0B�2361CA� s(e3) = 25 *0B�0011CA ;0B�2101CA+0B�2101CA+ 135 *0B�0011CA ;0B��365 1CA+0B��365 1CA�0B�0101CA = 17 0B��36�21CAAinsi, N = 17 0B� 6 2 �32 3 6�3 6 �21CA.En passant, remarquez que la matri
e obtenue est symétrique, 
e qui est normal : une symétrieest un endomorphisme symétrique (voir 
ours). C'est une façon de véri�er vos 
al
uls.(d) On fait de même. Commençons par orthonomaliser la base 0BBB�0BBB�21001CCCA ;0BBB��1010 1CCCA ;0BBB�30011CCCA1CCCA = (b1; b2; b3) deF par le pro
édé de S
hmidt. Cette famille est bien libre puisque é
helonnée. Soit (u1; u2; u3) lab.o.n. de F obtenue de (b1; b2; b3) par le pro
édé d'orthonormalisation de S
hmidt. On a alors :� kb1k2 = 5, don
 u1 = 1p5 0BBB�21001CCCA.� Soit v2 = 0BBB��1010 1CCCA� 15 *0BBB��1010 1CCCA ;0BBB�21001CCCA+0BBB�21001CCCA = 15 0BBB��1250 1CCCA :On a k5v2k2 = 30, don
 u2 = v2kv2k = 1p30 0BBB��1250 1CCCA.� Soit v3 = 0BBB�30011CCCA� 15 *0BBB�30011CCCA ;0BBB�21001CCCA+0BBB�21001CCCA� 130 *0BBB�30011CCCA ;0BBB��1230 1CCCA+0BBB��1250 1CCCA = 12 0BBB� 1�212 1CCCA.On a k2v3k2 = 10, don
 u3 = 1p10 0BBB� 1�212 1CCCA.
5



On obtient alors, pour tout 0BBB�xyzt1CCCA 2 R4 :
s0BBB�xyzt1CCCA = 25 *0BBB�xyzt1CCCA ;0BBB�21001CCCA+0BBB�21001CCCA+ 115 *0BBB�xyzt1CCCA ;0BBB��1250 1CCCA+0BBB��1250 1CCCA+ 15 *0BBB�xyzt1CCCA ;0BBB� 1�212 1CCCA+0BBB� 1�212 1CCCA�0BBB�xyzt1CCCA= 115 0BBB� 13x44y� 2z + 6t4x+ 7y + 4z � 12t�2x+ 4y + 13z + 6t6x� 12y + 6z � 3t 1CCCA :Ainsi, la matri
e de s relativement à la base 
anonique est115 0BBB�13 4 �2 64 7 4 �12�2 4 13 66 �12 6 �31CCCA3. ProgrammationCorrigé ultérieurement.Problème � (EML 2002)Partie I � Étude d'un exemple1. � Soit (P;Q;R) 2 E3, et � 2 R. Alors'(�P+Q;R) = (�P (0)+Q(0))R(0)+(�P (1)+Q(1))R(1)+(�P (�1)+Q(�1))R(�1) = �'(P;R)+'(Q;R):Ainsi ' est linéaire par rapport à la se
onde variable.� Le produit dans R étant 
ommutatif, ' est évidemment symétrique.� Ainsi, la linéarité par rapport à la première variable et la symétrie amènent la bilinéarité de '.� Soit P 2 E. Alors '(P; P ) = P (0)2 + P (1)2 + P (�1)2 > 0:Don
 ' est positive.� De plus, une somme de termes positifs étant nulle si et seulement si 
haque terme est nul, '(P; P ) = 0si et seulement si P (0) = P (1) = P (�1) = 0. Puisque P est un polyn�me de degré 2 et possède don
au plus 2 ra
ines, sauf s'il est nul, 
ette 
ondition est réalisée si et seulement si P est le polyn�me nul.Ainsi ' est dé�nie.On en déduit que ' est un produit s
alaire.2. (a) Soit P 2 E. Il existe un triplet (a; b; 
) 2 R3 tel que P = aX2 + bX + 
. Alors :P 0(X) = 2aX + b don
: P 0(0) = b et P (1) = a+ b+ 
 et P (�1) = a� b+ 
:On obtient don
 2P 0(0)� P (1) + P (�1) = 2b� (a+ b+ 
) + (a� b+ 
) = 0:6



(b) Soit P 2 E. On a :hu(P ); P i = u(P )(0)P (0) + u(P )(1)P (1) + u(P )(�1)P (�1)= (2P 0(0)� P (1)� P (�1))P (1) + (2P 0(0) + P (1) + P (�1))P (�1)= 2P 0(0)(P (1) + P (�1))� P (1)2 + P (�1)2:Or, d'après la question pré
édente, 2P 0(0) = P (1)� P (�1), don
hu(P ); P i = (P (1)� P (�1))(P (1) + P (�1))� P (1)2 + P (�1)2 = 0:Ainsi, u est antisymétrique.3. (a) On a P 01 = X + 12 , d'où u(P1) = X2 �X .Ainsi, (u(P1))0 = 2X � 1, et don
 u(u(P1)) = �2X2 � 2X = �4P1.Ainsi, P1 est valeur propre de u, asso
ié à la valeur propre �4.De plus, on a P2 = 12 (X2 �X). Ainsi :� hP1; P2i = 14 
X2 +X;X2 �X� = 14 (0 � 0 + 2 � 0 + 0 � 2) = 0;� kP1k2 = hP1; P1i = 14 
X2 +X;X2 +X� = 14 (0 � 0 + 2 � 2 + 0 � 0) = 1� kP2k2 = hP2; P2i = 14 
X2 �X;X2 �X� = 14 (0 � 0 + 0 � 0 + 2 � 2) = 1Ainsi, (P1; P2) est une famille orthonormale.(b) � Soit P 2 Keru. Alors 2P 0(0)X2 � (P (1) + P (�1))X est le polyn�me nul. Ainsi, P 0(0) = 0, don
P est de la forme P = aX2+ 
. De plus P (1)+P (�1) = 0, don
 2a+2
 = 0, don
 a = �
. Ainsi,Keru � Ve
t(X2 � 1).� Ré
iproquement, soit P = a(X2�1). Alors P 0 = 2aX , don
 P 0(0) = 0. De plus, P (1) = P (�1) = 0,don
 u(P ) = 0. Ainsi, Ve
t(X2 � 1) � Ker(u).De 
es deux in
lusions, on déduit l'égalité Ker(u) = X2 �X .(
) Analyse.Si une telle base B = (b1; b2; b3) existe, alors, d'après la matri
e de u relativement à 
ette base, ona : u(b1) = ab2; u(b2) = �ab1; u(b3) = 0:Ainsi : b3 2 Keru = Ve
t(X2 � 1):De plus, b3 doit être de norme 1, et kX2 � 1k2 = (�1)2 = 1. Ainsi, b3 = X2 � 1.Par ailleurs, u(u(b1)) = a2b1, don
 b1 doit être un ve
teur propre de u2.Synthèse.Soit b1 = P1, b2 = P2, et b3 = X2 � 1. Alors :� u(b1) = u(P1) = 2P2, par dé�nition de P2,� u(b2) = u(P2) = u �12u(P1)� = 12 �u2(P1)� = 12 (�4P1) = �2P1 = �2b1,� u(b3) = 0, 
ar b3 2 Keru.De plus :� (b1; b2) = (P1; P2) est une famille orthonormale,� b3 est de norme 1,� hb3; b1i = 12 
X2 � 1; X2 +X� = 0,� hb3; b2i = 12 
X2 � 1; X2 �X� = 0,don
 (b1; b2; b3) est une famille orthonormale. En parti
ulier, 
'est une famille libre. Comme elle estde 
ardinal 3 et que E = R2 [X ℄ est de dimension 3, 
'est une base orthonormale de E. D'après lades
ription donnée des images des éléments de 
ette base par u, la matri
e de u relativement à 
ettebase est : [u℄B = 0B�0 �2 02 0 00 0 01CA :7



Partie II � Cara
térisation des endomorphismes antisymétriques1. Soit (x; y) 2 E2. Alors :hu(x+ y); x+ yi = hu(x) + u(y); x+ yi = hu(x); xi + hu(x); yi+ hu(y); xi+ hu(y); yi :Supposons que u est antisymétrique. Alors hu(x+ y); x+ yi = hu(x); xi = hu(y); yi = 0. Ainsihu(x); yi+ hx; u(y)i = 0:Par 
onséquent, si u est un endomorphisme antisyémtrique, alors pour tout x et tout y de E, on ahu(x); yi = �hx; u(y)i.Ré
iproquement, supposons 
ette 
ondition véri�ée. Alors, soit x dans E, et posons y = x dans l'égalité.On obtient : hu(x); xi = �hx; u(x)i = �hu(x); xi ;par 
onséquent, hu(x); xi = 0, don
 u est antisymétrique.2. (a) C'est une propriété valable pour tout endomorphisme dont on re
her
he la matri
e relativement àune b.o.n. Vu la question, on attend de vous la démonstration : il s'agit d'une pure question de 
ours.Soit j 2 [[1; n℄℄. Alors la j-ième 
olonne est donnée par les 
oordonnées dans la base B de u(Bj). Or,la base B étant orthonormale, on a u(bj) = nXi=1 hei; u(ej)i ei;don
 la jième 
olonne de la matri
e M est 0BB�he1; u(ej)i...hen; u(ej)i1CCA : Ainsi,8(i; j) 2 [[1; n℄℄2; mi;j = hei; u(ej)i :(b) Soit u un endomorphisme antisymétrique. Alors, pour tout (i; j) 2 [[1; n℄℄2,mj;i = hej ; u(ei)i = �hu(ej); eii = �hei; u(ej)i = �mi;j :Ainsi, la matri
e M est antisymétrique ( i.e. véri�e tM = �M).Ré
iproquement, supposons queM est antisymétrique. Alors, pour tout (i; j) 2 [[1; n℄℄2,�hei; u(ej)i =hu(ei); eji :Soit alors (x; y) 2 E2, et x = nPi=1�iei, y = nPj=1 �jej les dé
ompositions de x et y sur la base B. Alors,par linéarité de u et bilinéarité du produit s
alaire, on a :hu(x); yi = nXi=1 nXj=1 �i�j hu(ei); eji = � nXi=1 nXj=1 �i�j hei; u(ej)i = �hx; u(y)i :Par 
onséquent, d'après II-1, l'endomorphisme u est antisymétrique.Partie III � Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques1. Soit � une valeur propre de u. Soit x un ve
teur propre asso
ié à �. On a alors0 = hu(x); xi = h�x; xi = � hx; xi = �kxk2:Or, x étant un ve
teur propre x 6= 0, don
 kxk 6= 0. Ainsi, � = 0.8



2. � Soit x 2 Imu et y 2 Keru. Alors il existe z tel que x = u(z). On a don
 :hx; yi = hu(z); yi = �hz; u(y)i = �hz; 0i = 0;puisque y 2 Keru� Ainsi, x?y. On en déduit que Imu?Keru.� Ainsi, Keru � (Im u)?.Or, puisque E est un espa
e eu
lidien (don
 de dimension �nie), (Imu)? est un supplémentaire deImu dans E (de dimension n), don
 de dimension n � rgu. De plus, d'après le théorème du rang,dimKeru = n� rgu. Ainsi, Keru et (Imu)? sont de même dimension �nie. Comme on a une in
lusion,on en déduit l'égalité : Keru = (Imu)?:En parti
ulier, Keru est le supplémentaire orthogonal de Imu dans E, don
 est un supplémentaire deImu dans E.� Soit x 2 Keru. Alors u(x) = 0, don
 u2(x) = 0. Par 
onséquent, Ker(u) � Ker(u2).Ré
iproquement, soit x 2 Keru2. Alors u2(x) = 0, don
 u(u(x)) = 0. En en déduit que u(x) 2 Ker(u).Mais de manière évidente, u(x) 2 Im(u). Ainsiu(x) 2 Ker(u) \ Im(u) = f0g;puisque Keru et Imu sont supplémentaires. Don
 u(x) = 0, et x 2 Keru. Ainsi, Keru2 � Keru.Les deux in
lusions amènent l'égalité Keru = Keru2.3. Il fallait bien sûr prouver que pour tout (x; y) 2 E2, 
u2(x); y� = 
x; u2(y)�, vous aurez re
ti�é tout seul.Soit (x; t) 2 E2. On a : 
u2(x); y� = hu(u(x)); yi = �hu(x); u(y)i = hx; u(u(y))i ;en appliquant 2 fois la propriété d'antisymétrie. Ainsi, u2 est bien un endomorphisme symétrique.Soit � une valeur propre de u2 et x un ve
teur propre asso
ié. Alors
u2(x); x� = � hx; xi = �kxk2:De plus, 
u2(x); x� = �hu(x); u(x)i = �ku(x)k2:Comme x 6= 0, on en déduit que � = �ku(x)k2kxk2 6 0.4. (a) Si 
e n'est pas le 
as, u2 posséderait soit zéro valeur propre et ne serait pas diagonalisable, soit uneunique valeur propre, et ne serit pas diagonalisable non plus, puisque 
e n'est pas une homothétie derapport 0 ( i.e. l'endomorphisme nul). Or, u est diagonalisable en tant qu'endomorphisme symétrique,d'où une 
ontradi
tion. Ainsi, u2 possède au moins une valeur propre non nulle.(b) Notons � la valeur propre non nulle à laquelle est asso
ié x.Si x et u(x) étaient liés, 
omme x 6= 0, il existerait � tel que u(x) = �x. De plus, �x = u2(x)u(u(x)).Comme � 6= 0, on a u(x) 6= 0. Par 
onséquent, � 6= 0. Ainsi, � serait une valeur propre non nulle deu, 
e qui 
ontredit que la seule valeur propre possible de u est 0.Ainsi, la famille (x; u(x)) est libre. Don
 P est de dimension 2, et est don
 un plan ve
toriel.De plus, soit y 2 F , il existe a et b des s
alaires tels que y = ax+ bu(x). On a alorsu(y) = au(x) + bu2(x) = au(x) + �bx 2 F:Ainsi, F est stable par u. 9



(
) Soit y 2 F?. On a alors : hu(y); xi = �hy; u(x)i = 0;puisque y 2 F? et u(x) 2 F . De même :hu(y); u(x)i = � 
y; u2(x)� = �hy; �xi = 0;Ainsi, u(y) est orthogonal à x et u(x), don
 à Ve
t(x; u(x)) = F . Don
 F? est stable par u.(d) Soit (x; y) 2 F?. On a u(x) 2 F?, ethu1(x); yi1 = hu(x); yi = �hx; u(y)i ;par antisymétrie de u, et 
omme x, y et u(y) sont dans F?,hu1(x); yi1 = �hx; u1(y)i1 :Don
 u1 est un endomorphisme antisymétrique de F?. De plus :� Imu1 � F?, et F? et F sont supplémentaires. Don
 la somme F + Imu1 est dire
te.� On a évidemment Im(u1) � Im(u), et x 2 Im(u) (puisque x = 1�u2(x), � étant non nul), etu(x) 2 Im(u), don
 F � Im(u). Par 
onséquent, F + Im(u1) � Imu:� Ré
iproquement, soit y 2 Imu. Il existe z 2 E tel que y = u(z). Comme F et F? sont supplé-mentaires dans E, il existe z1 2 F et z2 2 F? tels que z = z1 + z2. Alors y = u(z1) + u(z2) =u(z1) + u1(z2). Comme de plus, F est stable par u, on a u(z1) 2 F , et u1(z2) 2 Imu1. Ainsi,y 2 F + Im(u1).On obtient don
 l'in
lusion Imu � F + Im(u1).Le deux in
lusions et la somme dire
te amènent :Imu = F � Imu1:5. Il fallait lire : � le rang d'un endomorphisme antisymétrique !... �Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): Pour tout espa
e eu
lidien de dimension n, tout endomor-phisme antisymétrique de E est de rang pair..Soit n = 0, alors tout endomorphisme de E est de rang 0, don
 pair ! D'où P(1).Soit n > 0 tel que P(k) soit vrai pour tout k 2 [[0; n� 1℄℄. Alors soit u un endomorphisme antisymétriquede E. Si u est nul, alors rg(u) = 0, don
 u est de rang pair. Si u est non nul, alors on peut 
onsidérerle plan ve
toriel F des questions pré
édentes, et la restri
tion u1 de u sur F? (remarquez que pour desraisons de dimension, on ne peut pas être dans 
e 
as si n = 1...). L'égalitéImu = F � Imu1amène alors : rgu = dimF + rgu1 = 2 + rgu1:Or, dimF? < dimE, 
ar F 6= f0g. Don
 on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à u1, qui est derang pair. Ainsi, rg(u) est pair lui aussi. D'où P(n).Par 
onséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N� , P(0); : : : ;P(n � 1) entraînent P(n). D'après leprin
ipe de ré
urren
e forte, P(n) est vraie pour tout n dans N.Partie IV � Appli
ation1. La matri
e de u dans la base orthonormale B est antisymétrique, don
 u est un endomorphisme antisy-métrique de E. 10



De plus, soit F1 la 
olonne des 
oordonnées dans la base B de f1. On a F1 = 0BBB� 11�10 1CCCA. Ainsi
A2F1 = 0BBB� 0 4 1 �1�4 0 �1 �1�1 1 0 �51 1 5 0 1CCCA20BBB� 11�10 1CCCA = 0BBB� 0 4 1 �1�4 0 �1 �1�1 1 0 �51 1 5 0 1CCCA0BBB� 3�30�31CCCA = 30BBB��3�330 1CCCA = �9F1:Ainsi, F1 est ve
teur propre de u2, asso
ié à la valeur propre �9, stri
tement négative. On peut appliquerla méthode pré
édente.2. D'après les 
al
uls pré
édents, [u(f1)℄B = 30BBB� 1�10�11CCCA. De plus, u étant antisymétrique, hu(f1); f1i = 0, don
la famille (f1; u(f1)) est orthogonale. Comme elle ne 
ontient pas le ve
teur nul, elle est libre, et est don
une base orthogonale de F . Il su�t de la normaliser :kf1k2 = 3 et ku(f1)k2 = 27:Par 
onséquent, la famille (
1; 
2) dont les 
oordonnées dans la base B sont 0BBB� 1p3 0BBB� 11�10 1CCCA ; 1p3 0BBB� 1�10�11CCCA1CCCA estune base orthonormale de F .Soit W = 0BBB�xyzt1CCCA les 
oordonnées dans la base B d'un ve
teur w de E. Le ve
teur w est dans F? si etseulement si *W;0BBB� 11�10 1CCCA+ = 0 et *W;0BBB� 1�10�11CCCA+ = 0 (pour le produit s
alaire 
anonique de R4 don
 siet seulement si x + y � z = 0 et x � y � t = 0. En prenant x = 1 et y = 0, on obtient don
 un ve
teurW = 0BBB�10111CCCA représentant les 
oordonnées dans B d'un ve
teur w de F?.

On pose a3 = w, et a4 = u(w). Les 
oordonnées de a4 dans B sont don
 60BBB� 0�1�11 1CCCA. Comme F? est stablepar f (question III-4
), (a3; a4) est une famille d'éléments de F?. De plus, u étant antisymétrique, parle même argument que plus haut, (a3; a4) est une famille orthogonale, libre 
ar sans 0, de F?, qui estde dimension 2 (
ar supplémentaire dans R4 d'un espa
e de dimension 2) Ainsi, (a3; a4) est une baseorthogonale de F?. Il su�t de la normaliser. Or :ka3k2 = 3 et ka4k2 = 3 � 62;
11



on pose don
 
3 = 1p3 0BBB�10111CCCA et 
4 = 1p3 0BBB� 0�1�10 1CCCA : La famille (
3; 
4) est une base orthonormale de F?.Comme F et F? sont supplémentaires orthogonaux, on en déduit que C = (
1; 
2; 
3; 
4) est une baseorthonormale de E. De plus :� u(
1) = 3u(
2)� u2(
1) = �9u(
1), don
 u(
2) = �3u(
1).� u(
3) = 6
4� [u(
4)℄B = 1p3 0BBB��60�6�61CCCA = �6[
3℄B, don
 u(
4) = �6
3.Par 
onséquent, la matri
e de u dans la base C est 0BBB�0 �3 0 03 0 0 00 0 0 �60 0 6 0 1CCCA
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