
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 15 novembre 2008.ECS 2 � Mathématiques Corretion du Devoir surveillé no 3Exerie 1 � (d'après ESCL 2003)1. Puisque f est un endomorphisme d'un espae de dimension �nie, la bijetivité de f équivaut à soninjetivité. Ainsi, f étant non inversible, f n'est pas injetive, don Ker(f) 6= 0, don 0 est valeur proprede f .Comme f est digonalisable en tant qu'endomorphisme symétrique d'un espae eulidien, si f n'admettaitpas d'autre valeur propre que 0, f serait une homothétie de rapport 0, don l'endomorphisme nul. Celaest ontraditoire ave les hypothèses de l'énoné. Ainsi, f admet au moins une valeur propre non nulle.2. Soit � et � deux valeurs propres de f , telles que � 6= �. Soit x 2 E� et y 2 E�. Alorshf(x); yi = � hx; yi et hx; f(y)i = � hx; yi :Comme f est symétrique, on a hf(x); yi = hx; f(y)i. On en déduit que :(�� �) hx; yi = 0:Comme � 6= �, il en résulte que hx; yi = 0.Cela étant vrai pour tout x 2 E� et tout y 2 E�, on en déduit que E�?E�.3. Soit x 2 Im(f) et y 2 Ker(f). Alors il existe z 2 E tel que x = f(z). On a don, par symétrie de f :hx; yi = hf(z); yi = hz; f(y)i = hz; 0i = 0:Ainsi, ela étant vrai pour tout x de Im(f) et tout y de Ker(f), on en déduit que Im f?Kerf . Enpartiulier, Im f � (Ker f)?.De plus, omme E est de dimension �nie, (Ker f)? est un supplémentaire de Ker f dans E, dondim(Ker f)? = n� dimKerf:De plus, d'après le théorème du rang, dim Im f = n� dimKer f:Ainsi, on a l'inlusion Im(f) � (Ker f)?, ave l'égalité des dimensions, don Im f = (Ker f)?.Ainsi, Im f est le supplémentaire orthogonal de Ker f .4. Soit x un veteur de E.(a) Puisque f est diagonalisable (en tant qu'endomorphisme symétrique d'un espae eulidien), la somme(direte) de ses espaes propres est égale à E tout entier :E = Ef (0)�Ef (�1)� � � � �Ef (�k):Ainsi, par dé�nition des sommes diretes, pour tout x de E, il existe un unique (k + 1)-uplet(x0; : : : ; xk) de Ef (0)�Ef (�1)� � � � �Ef (�k) tel que x = x0 + x1 + � � �+ xk.(b) Posons �0 = 0. Soit j 2 [[0; k℄℄. Les espaes propres sont deux à deux orthogonaux, et la sommedirete dérite dans la question préédente amène queE = Ef (�j)�0� Mi2[[0;k℄℄nfjgEf (�i)1AAinsi, Fj = ��i2[[0;k℄℄nfjgEf (�i)� est le supplémentaire orthogonal de Ef (�j). Par onséquent, pourtout y 2 Ef (�j) et tout z 2 Fj , pj(y + z) = y, par dé�nition d'une projetion orthogonale.Or, étant donné x 2 E et une déomposition x = x0 + � � �+ xk tel que dans la question préédente,posons y = xj et z = Xi2[[0;k℄℄nfjgxi:Alors x = y + z, et y 2 Ef (�j) et z 2 Fj . Donpj(x) = pj(y + z) = y = xj :1



5. (a) Soit (i; j) 2 [[0; k℄℄2 tels que i 6= j, et soit x 2 E, et x = x0 + � � �+ xk la déomposition de x déritedans la question 4(a). Alors, d'après la question 4(b) :pi Æ pj(x) = pi(xj) = pi(x00 + � � �+ x0k);où, pour tout ` 2 [[1; k℄℄, x0̀ = 0 si ` 6= j, et x0j = xj . Comme pour tout ` 2 [[1; k℄℄, x0` 2 Ef (�`), laquestion 4(b) amène : pi Æ pj(x) = pi(x00 + � � �+ x0k) = x0i = 0;puisque i 6= j.(b) Soit x 2 E, et x = x0 + � � �+ xk sa déomposition dérite en 4(a). Alors, f étant linéaire :f(x) = f(x0) + f(x1) + � � �+ f(xk):Or, x0 2 Ef (0) = Ker(f), don f(x0 = 0, pour tout i 2 [[1; k℄℄, xi 2 Ef (�i), don f(xi) = �ixi.Ainsi : f(x) = �1x1 + � � �+ �kxk = �1p1(x) + � � �+ pk(x);d'après la question 4(b). Cette égalité étant vraie pour tout x de E, on en déduit quef = �1p1 + � � �+ �kpk:() Soit q = p0 le projeteur orthogonal sur Ker f . Comme Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires ortho-gonaux, p et q sont des projeteurs assoiés. Ainsi,p = id� q = p0 + � � �+ pk � p0 = p1 + � � �+ pk:6. (a) On a, d'après la question 5(b) et la dé�nition de f ℄ :f Æ f ℄ =  kXi=1 �ipi! Æ kXi=1 1�i pi! = X(i;j)2[[1;k℄℄2 �i 1�j pi Æ pj ;puisque les pi sont tous linéaires. De plus les ompositions pi Æ pj sont nulles sauf si i = j, et danse as, puisque pi est un projeteur, pi Æ pi = pi. Ainsif Æ f ℄ = kXi=1 �i 1�i pi = kXi=1 pi = p;d'après la question 5(). D'où l'égalité f Æ f ℄ = p.(b) Soit (x; y) 2 E2. L'égalité f(x) = p(y) est véri�ée si et seulement si f(x)� f Æ f ℄(y) = 0 (d'après laquestion préédente), don si et seulement si f(x � f ℄(y)) = 0, don si et seulement si x � f ℄(y) 2Ker f .7. Soit y un veteur de E.(a) Soit x 2 E. Puisque f(z) dérit Im(f) lorsque z dérit E, infz2E kf(z)� yk = inft2Im f jt� yj.Soit t 2 Im(f). Alors kt � yk = kt� p(y) + p(y) � yk. Or, t � p(y) 2 Im(f) et p(y) � y 2 (Im f)?.Don, d'après le théorème de Pythogore,kt� yk2 = kt� p(y)k2 + kp(y)� yk2 > kt� p(y)k2;l'inégalité étant strite si t 6= p(y).Ainsi, la borne inférieure est un minimum, pris en p(y), et seulement en p(y).Par onséquent, puisque f(x) 2 Im(f), f(x) réalise le minimum de jt� yj si et seulement si f(x) =p(y), d'où le résultat d'après la question 6(b).Remarquez que et argument n'est rien d'autre que de dire que le projeté orthogonal est le veteurde meilleure approximation !
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(b) D'après la question 6(a) : kf(f ℄(y))� yk = kp(y)� yk = infz2E kf(z)� yk;la dernière égalité résultant de e qui préède.De plus, soit x un autre veteur véri�ant kf(x) � yk = infz2E kf(z) � yk: Alors x � f ℄y 2 Kerf . Ilexiste don z 2 Ker f tel que x = f ℄ + z. Comme f ℄(y) 2 Im f et z 2 Ker(f) et que Im f?Kerf , larelation de Pythagore amène kxk2 = kf ℄(y)k2 + kzk2 > kf ℄(y)k2:Ainsi, tous les autres veteurs x véri�ant ette relation sont de norme supérieure à f ℄(y).On en déduit que f ℄(y) est le plus petit des veteurs x véri�ant kf(x)� yk = infz2E kf(z)� yk:Exerie 2 � (ESC 2005)1. À l'issue du premier tirage, on peut avoir retiré une des deux boules rouges mais par les deux. Ainsi,Y1(
) = f1; 2g.� L'événement [Y1 = 1℄ est réalisé si et seulement si on a tiré une des deux boules rouges (sur 3 boules)lors du premier tirage. Ainsi, [Y1 = 1℄ = R1, d'où, les boules étant indisernables (don le tirageéquiprobable) : P (Y1 = 1) = P (R1) = 23 :� L'événement [Y1 = 2℄ est réalisé si et seulement si on a tiré la boule bleue (sur 3 boules) lors du premiertirage. Ainsi, [Y1 = 2℄ = B1, d'où P (Y1 = 2) = P (B1) = 13 :2. Si n > 2, on peut avoir tiré 0 (ar il y a toujours des boules bleues), 1 ou 2 fois des boules rouges,mais pas plus, puisqu'on les retire alors du jeu. Ainsi, il reste dans l'urne 0, 1 ou 2 boules rouges. DonYn(
) = f0; 1; 2g.3. L'événement [Yn = 2℄ est réalisé si et seulement si lors des n premiers tirages, on ne retire (don on netire) pas de boule rouge. Ainsi [Yn = 2℄ = B1 \ � � � \ Bn:Attention, les Bi ne sont ii pas mutuellement indépendants, ar le nombre de boules bleues dans l'urneà un moment donné (don la probabilité de tirer une boule bleue) dépend des boules qu'on a tiréesauparavant. Il faut don utiliser la formule des probabilités omposées :P (Yn = 2) = P (B1)PB1(B2)PB1\B2(B3) : : : PB1\���\Bn�1(Bn):Or, P (B1) = 13 , et pour tout i 2 [[2; n℄℄, si B1 \ � � �\Bi�1 est réalisé, alors il reste toujours 2 boules rougeset une boule bleue dans l'urne avant d'e�etuer le i-ième tirage, donPB1\���\Bi�1(Bi) = 13 :Par onséquent P (Yn = 2) = �13�n :4. (a) On a vu que u1 = P (Y1 = 1) = 23 .L'événement [Y2 = 1℄ est réalisé si et seulement si on a tiré une et une seule boule rouge lors desdeux premiers tirages, soit au premier tirage, soit au deuxième. Ainsi[Y2 = 1℄ = (R1 \ B2) [ (B1 \ R2):Les événements R1 \ B2 et B1 \ R2 étant inompatibles, on aP (Y2 = 1) = P (R1 \ B2) + P (B1 \ R2) = P (R1)PR1 (B2) + P (B1)PB1(R2):Or, si la première boule tirée est rouge, il reste avant le deuxième tirage 2 boules bleues et une boulerouge, don PR1(B2) = 23 , et de même, si la première boule tirée est bleue, il reste avant le deuxièmetirage une boule bleue et deux boules rouges, don PB1(R2) = 23 . Ainsi :P (Y2 = 1) = 23 � 23 + 13 � 23 = 23 :3



(b) Soit n > 2. Utilisons la formule des probabilités totales sur le système omplet [Yn = 0℄; [Yn = 1℄; [Yn = 2℄onstitué d'événements non quasi-impossibles (puisqu'on peut exhiber pour haun de es événementsune suite partiulière de tirages adéquate qui est lairement de probabilité non nulle) :P (Yn+1 = 1) = P (Yn+1 = 1 j Yn = 0)P (Yn = 0) + P (Yn+1 = 1 j Yn = 1)P (Yn = 1)++ P (Yn+1 = 1 j Yn = 2)P (Yn = 2)Or :� Si [Yn = 0℄ est réalisé, l'événement [Yn+1 = 1℄ ne peut pas être réalisé, ar à auun moment onn'ajoute de boule rouge. Ainsi, P (Yn+1 = 1 j Yn = 0) = 0.� Si [Yn = 1℄ est réalisé, l'événement [Yn+1 = 1℄ est réalisé si et seulement si on tire une boule bleueau n+1-ième tirage, sahant qu'à e moment-là, il ne reste plus qu'une boule rouge, et don deuxboules bleues (le nombre total de boule faisant toujours 3). Ainsi,P (Yn+1 = 1 j Yn = 1) = 23 :� Si [Yn = 2℄ est réalisé, l'événement [Yn = 1℄ est réalisé si et seulement si on tire une boule rougeau n+1-ième tirage, sahant qu'à e moment-là, il reste dans l'urne les deux boules rouges, et uneseule boule bleue. Don : P (Yn+1 = 1 j Yn = 2) = 23 :Ainsi : P (Yn+1 = 1) = 23un + 23 ��13�n don: un+1 = 23un + 23n+1 :Pour n = 1, u2 = 23 , et 23un + 232 = 49 + 29 = 69 = 23 , don la relation est enore valable.() On pose, pour tout entier naturel n non nul, vn = un + 23n . Ainsi :8n 2 N� ; vn+1 = un+1 + 23n = 23un + 23n+1 + 23n+1 = 23 �un + 23n� = 23vn:Ainsi, la suite (vn)n2N� est géométrique de raison 23 , d'où :8n 2 N� ; vn = v1�23�n�1 :En érivant v1 en fontion de u1, il vient :8n 2 N� ; vn = �u1 + 23��23�n�1 = 2 � �23�n :Par onséquent, 8n 2 N� ; un = vn � 23n = 2�23�n � 23n :(d) Soit n 2 N� . Le système ([Yn = 0℄; [Yn = 1℄; [Yn = 2℄) est omplet, donP (Yn = 0) = 1� P (Yn = 1)� P (Yn = 2) = 1� 2�23�n + 23n � 13n = 1� 2�23�n + 13n :Remarquez que pour n = 1, on retrouve P (Y1 = 0) = 0, e qui est normal puisque et événementest impossible.5. Soit n 2 N� . La variable Yn prend un nombre �ni de valeurs : 0, 1 ou 2. Don son espérane existe. Ainsi :E(Yn) = 0 � P (Yn = 0) + 1 � P (Yn = 1) + 2 � P (Yn = 2) = 2�23�n � 23n + 23n = 2�23�n6. (a) La deuxième boule rouge peut être tirée à n'importe quel tirage à partir du deuxième tirage (entirant un nombre adéquat de fois une boule bleue, e qui est possible). Ainsi, Z(
) = [[2;+1[[.4



(b) Soit k > 2. L'événement [Z = k℄ est réalisé si et seulement si à l'issue du k � 1-ième tirage, il resteau moins une boule rouge, et à l'issue du k-ième tirage, il n'en reste plus. Comme on retire au plusune boule rouge à haque tirage, ela impose que le nombre de boules rouges à l'issue du k� 1-ièmetirage soit exatement 1. Ainsi, [Z = k℄ = [Yk�1 = 1℄ \ [Yk = 0℄:() Attention, les deux événements i-dessus ne sont pas indépendants, il faut don utiliser des proba-bilités onditionnelles. Comme [Yk�1 = 1℄ n'est pas presque-impossible, on peut érire :8k > 2; P (Z = k) = P (Yk�1 = 1)P (Yk = 0 j Yk�1 = 1):La valeur de P (Yk�1 = 1) est donnée par la question 4(). De plus, si l'événement Yk�1 = 1 estréalisé, il reste dans l'urne avant le k-ième tirage 1 boule rouge et 2 boules bleues. De plus, l'événementYk = 0 est alors réalisé si et seulement si on tire une boule rouge. Ainsi P (Yk = 0 j Yk�1 = 1) = 13 .On en déduit que 8k > 2; P (Z = k) = �23�k+1 � 23k+1 :7. Simulation informatique.Voii la fontion reti�ée et omplétée.funtion simulation:integer;var b,r,n:integer;beginrandomize;b:=1;r:=2;n:=0;repeatif random(r+b)<r thenbeginb:=b+1;r:=r-1;end;n:=n+1;untilr=0;simulation:=n;end;Quelques ommentaires :� Ii, il s'agit d'une fontion ne dépendant d'auun paramètre : elle se ontente de renvoyer une valeuraléatoire, en suivant une ertaine loi. Il n'y a don par de paramètre d'entrée à préiser. En revanhe,n'oubliez pas de dé�nir le type du résultat, omme d'habitude.� N'oubliez pas non plus de délarer les variables.� L'entier r est le nombre de boules rouges, à l'instant onsidéré. De même, b représente le nombe deboules bleues. Quant à n, 'est le nombre de tirages e�etués. Initialement r a la valeur 2, tandis queb a la valeur 1. Attention, e sont des a�etations, à érire ave := et non simplement =.� Dans la boule, on e�etue un tirage sur l'ensemble des boules (r+ b ; on aurait pu remarquer que ettevaleur vaut toujours 3). On e�etue des modi�ations de l'urne si on tire une boule rouge, e qui se faitave une probabilité de rb+r , e qui orrespond au fait d'obtenir à l'aide de la fontion randomr+b unedes r valeurs 0; 1 : : : ; r � 1, d'où le test randomr+b < r.� Si le test est positif (don on a tiré une boule rouge) : il reste dans l'urne une boule rouge de moinset une boule bleue de plus, d'où les modi�ations faites aux variables r et b. Attention, il y a deuxinstrutions à mettre dans ette lause onditionnelle : n'oubliez pas dans e as le begin ... end ;� Si le test est négatif, on ne modi�e pas le ontenu de l'urne : il n'y a rien à faire, et on n'a don pasbesoin de la lause alternative else... 5



� On s'arrête lorsqu'on tire la dernière boule rouge, don la première fois qu'on a r = 0.� En�n, il ne faut pas oublier de dé�nir la valeur de sortie de la fontion, égal au nombre n de tiragese�etués.� Et pour terminer : la �n de la fontion n'est pas la �n du programme, don il faut un point-virgule etnon un point.Problème �Partie I � Étude de la suite (un)n2N1. Il est inutile de dériver ii : f est le produit de deux fontions roissantes et positives sur R+ , x 7! xet x 7! Artanx. Ainsi, f est roissante sur R+ , les valeurs au bord étant, puisque f est ontinue,limx!0+ f(x) = f(0) = 0 et limx!+1 f(x) = +1�2. La fontion f est positive sur R+ . Ainsi, f(R+ ) � R+ , don R+ est un intervalle stable par f . Commeu0 2 R+ , on en déduit que pour tout n 2 N, un 2 R+ .D'autre part, f est roissante sur l'intervalle stable R+ , don puisque u0 2 R+ , la suite (un)n2N estmonotone sur. Redémontrons-le rapidement :� Supposons que u1 > u0. Alors montrons par réurrene que pour tout n 2 N, un+1 > un, l'initialisationétant donnée par la supposition. Soit don n 2 N tel que un+1 > un. Ces valeurs étant dans l'intervalleR+ , et f étant roissante sur R+ , on obtient f(un+1) > f(un) don un+1 > un. D'après le prinipe deréurrene (un)n2N est dopn roissante.� Un raisonnement similaire montre que si u1 6 u0, alors (un)n2N est déroissante.En début de opie, il est impératif de faire ette preuve (dans un des deux as seulement bienentendu), en s'autorisant éventuellement à érire la réurrene, ii faile, un peu rapidement.En �n de opie, on admettra que vous vous dispensiezAinsi, (un)n2N est monotone, don admet une limite (�nie ou in�nie).3. Soit x 2 R+ . Alors f(x) = x() xArtanx = x() x = 0 ou Artanx = 1() x = 0 ou x = �4 :Ainsi, les points �xes de f sont 0 et �4 .Soit x 2 R+ . Alors g(x) > 0() xArtanx > x() x 6= 0 et Artanx > 1() x 2℄�4 ;+1[:Ainsi, g s'annule en 0 et �4 , est négative sur ℄0; �4 [, et positive sur ℄�4 ;+1[.4. On a f ��4 � = �4 , et f est stritement roissante et positive sur R+ . Ainsi, f(℄0; �4 [) �℄0; �4 [ et f(℄�4 ;+1[) �℄�4 ;+1[. Ces deux intervalles sont don stables par f .� Si u0 = 0, la suite (un)n2N est onstante de valeur (et don de limite) nulle.� Si u0 2℄0; �4 [, alors, et intervalle étant stable par f , pour tout n 2 N, un 2℄0; �4 [. En partiulier, (un)n2Nest bornée ; étant monotone, elle est don onvergente.De plus, g est négative sur et intervalle, don pour tout n 2 N, un étant dans ℄0; �4 [, on obtientf(un) < un, don un+1 < un. Ainsi, (un)n2N est déroissante.Comme f est ontinue sur l'intervalle fermé [0�4 , (un)n2N onverge vers un point �xe de f dans etintervalle, don vers 0 ou vers �4 . Comme elle est stritement déroissante, sa limite est néessairement0.� Si u0 = �4 , (un)n2N est onstante de valeur (et don de limite) �4 .� Si u0 2℄�4 ;+1[, le même raisonnement que plus haut montre que ette fois (un)n2N est roissante. Deplus, f étant ontinue sur [�4 ;+1[, la limite de (un)n2N est un point �xe de f ou un bord de l'intervalle,don �4 ou +1. Comme (un)n2N est stritement oroissante et supérieure à �4 , sa limite ne peut pasêtre ette dernière valeur, don limn!+1 un = +1.6



Partie II � Étude des séries Pu�n, � 2 R�+ , et Punxn, x 2 R lorsque limn!+1un = 0.1. (a) On suppose que limn!+1un = 0, don limn!+1Artanun = Artan(0) = 0, puisque la fontion Artanest ontinue en 0.Ainsi, Artanun = o(1), don un+1 = unArtanun = uno(1) = o(un):Par onséquent, un+1 étant négligeable devant un, on obtient : un+1 � un �+1�un:(b) Soit N 2 N. On a alors NXn=0un+1 � un = uN+1 � u0;ar il s'agit d'une somme télésopique. Comme (un) admet une limite �nie, ette dernière expressionadmet une limite �nie lorsqueN tend vers +1. Ainsi, la série de terme généralPun+1�un onvergeOr, ette série est à termes de signe onstant (négatif), ar (un)n2N est déroissante dans e as(as ou u0 2℄0; �4 [). Et de mêmeP�un est à termes tous négatifs. Ainsi, d'après la question 1(a) etle théorème de omparaison des séries à termes positifs équivalents, la série de terme général �unonverge, don aussi la série de terme général un.2. (a) Si x = 0 ou si u0 = 0, le quotient vn+1vn n'est pas dé�ni.Si x 6= 0 et u0 6= 0, alors on est dans le as où (un)n2N déroit stritement en tendant vers 0, donun ne s'annule pas, don (vn)n2N ne s'annule pas. On peut don onsidérer le quotient����vn+1vn ���� = ����un+1xn+1unxn ���� = jxjArtanun:Puisque limn!+1Artanun = 0, on en déduit que limn!+1 ����vn+1vn ���� = 0.(b) Cas x 6= 0 et u0 6= 0Ainsi, en prenant " = 12 dans la dé�nition de la limite, il existe N 2 N tel que pour tout n > N ,����vn+1vn ���� 6 12 soit: jvn+1j 6 12 jvnj:Une réurrene rapide montre qu'alors : 8n > N; jvnj 6 �12�n�N jvN j:Or,P� 12�n�N jvN j onverge en tant que série géormétrique de raison 12 2℄� 1; 1[, don, les sériesétant à termes positifs, la série P jvnj onverge, d'après le théorème de omparaison des séries àtermes positifs, don la sériePunxn onverge absolument , don onverge.as x = 0 ou u0 = 0. Dans e as, pour tout n 2 N, unxn = 0, sauf éventuellement pour n = 0.Ainsi la somme se réduit à un terme au maximum, don la série est onvergente !Partie III � Étude de la série Punxn lorsque limn!+1un = +1:Remarque : vous pouviez voir une autre méthode, plut�t plus élémentaire, pour montrer que la suite (wn)n2Ndé�nie dans e paragraphe admet une limite non nulle, en étudiant diretement la monotonie de ette suite.Cependant, utilisez la méthode imposée par l'énoné. Si l'énoné suggère ette méthode, 'est qu'on veut voustester sur ertains points spéi�ques apparaissant au ours de ette méthode...�1. (a) Pour avoir limn!+1un = +1, nous sommes dans le as où u0 2℄�4 ;+1[. Or, dans e as, la suite(un)n2N est à valeurs dans ℄�4 ;+1[ et intervalle étant stable par f . Ainsi, (un)n2N ne s'annule pas.(b) Nous avons limn!+1 un+1un = limn!+1Artanun = �2 , puisque (un) tend vers +1.Ainsi, un+1 �+1 �2 � un, don 1un+1 �+1 2� 1un , et don1un+1 = 2� 1un +o� 1un� puis: 1un+1 � 1un = 2� 1un � 1un +o� 1un� = � 2� � 1� 1un +o� 1un� :Ainsi, 1un+1 = 2� 1un �+1� 2� � 1� 1unRemarquez le passage aux petit-o pour faire la somme dans l'équivalent.7



() On raisonne de même qu'en II-1(b).On a, pour tout N 2 N, NXn=0 1un+1 � 1un = 1uN+1 � 1u0 ;et ette dernière quantité admet une limite �nie lorsque N tend vers +1, puisque 1uN+1 tend vers 0lorsque N tend vers +1.Ainsi, la série P 1un+1 � 1un onverge. De plus, elle est à termes négatifs, ar (un)n2N est roissantedans e as. Ainsi, d'après le théorème de omparaison des séries à termes positifs équivalents,P� 2� � 1� 1un est onvergente aussi, don P 1un est onvergente.2. (a) On a : 8n 2 N; un+1un = Artanun;don, puisque limn!+1un = +1, on obtient limn!+1 un+1un = �2 .(b) Tout d'abord, si x = 0, la série ne omporte qu'un terme non nul don est (absolument) onvergente.Si x 6= 0, alors limn!+1 ����un+1xn+1unxn ���� = �2 � jxj:� Cas où jxj < 2� , x 6= 0.Dans e as, �2 � jxj < 1. Soit ` 2℄�2 � jxj; 1[. En hoisissant " = `� �2 � jxj > 0 dans la dé�nition dela limite, on a don :9N 2 N; 8n > N; ����un+1xn+1unxn ���� < ` soit: ��un+1xn+1�� < ` junxnj :Comme dans la question II-2(a), on obtient : 8n > N; junxnj 6 `n�N juNxN j:Ainsi, le terme positif junxnj est majoré par le terme général d'une série géométrique de raison` 2℄0; 1[, don d'après le théorème de omparaison des séries à termes positifs, Punxn onvergeabsolument, don onverge.� Cas où jxj > 2� .Dans e as, �2 � jxj > 1. En hoisissant " = �2 � jxj � 1 dans la dé�nition d'une limite, on obtient :9; N 2 N; 8n > N; ����un+1xn+1unxn ���� > 1 soit: ��un+1xn+1�� > junxnj :Ainsi, la suite (junxnj)n2N est stritement roissante à partir du rang N , et positive, don elle netend pas vers 0, don (unxn)n2N non plus. Ainsi, Punxn diverge, la divergene étant grossière.3. (a) Puisque �2 �Artanun tend vers 0 lorsque n tend vers +1, et que tanx�0 x, on a :�2 �Artanun �+1 tan��2 �Artanun� = 1tan(Artanun) = 1un :(b) On a, pour tout n 2 N : lnwn+1 � lnwn = ln�wn+1wn � = ln� 2� un+1un � = ln� 2� Artanun�Or, limn!+1 2� Artanun = 1, don : ln� 2� Artanun� �+1 2� Artanun � 1 �+1� 2� 1un :Or, P 1un est onvergente d'après III-1(), et à termes positifs. Don P� 2� 1un est onvergente àtermes négatifs. Ainsi, d'après le théorème de omparaison des séries à termes positifs équivalents,valable aussi pour les séries à termes tous négatifs, on en déduit que P lnwn+1 � lnwn onverge.() Ainsi, la somme partielle de ette série admet une limite réelle. Or, pour tout N 2 N,NXn=0 lnwn+1 � lnwn = lnwN+1 � lnw0:Ainsi, (lnwn)2N admet une limite �nie `. Par ontinuité de l'exponentiellen (wn)n2N� admet unelimite, égale à e`, don stritement positive (et en partiulier non nulle).(d) On en déduit que Pwn diverge grossièrement.4. D'après la question préédente, ���un �� 2� �n���n2N� ne onverge pas vers 0, don �un �� 2� �n�n2N� non plus.Don Pun �� 2��n diverge grossièrement. 8


