LyCEe LA BRUYERE, VERSAILLES Samedi 15 novembre 2008.
ECS 2 — Mathématiques

Correction du Devoir surveillé n°® 3

Exercice 1 — (d’aprés ESCL 2003)

1. Puisque f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, la bijectivité de f équivaut & son
injectivité. Ainsi, f étant non inversible, f n’est pas injective, donc Ker(f) # 0, donc 0 est valeur propre
de f.

Comme f est digonalisable en tant qu’endomorphisme symétrique d’un espace euclidien, si f n’admettait
pas d’autre valeur propre que 0, f serait une homothétie de rapport 0, donc ’endomorphisme nul. Cela
est contradictoire avec les hypothéses de ’énoncé. Ainsi, f admet au moins une valeur propre non nulle.

2. Soit A et p deux valeurs propres de f, telles que A # p. Soit « € Ey et y € E,. Alors

(F@),y) =Aw,y) et (&, f(y)) = nlz,y).
Comme f est symétrique, on a (f(z),y) = (x, f(y)). On en déduit que :

(A = p) (2,y) =0.
Comme A\ # p, il en résulte que (x,y) = 0.
Cela étant vrai pour tout = € Ey et tout y € E,, on en déduit que EyLE,,.
3. Soit z € Im(f) et y € Ker(f). Alors il existe z € E tel que z = f(z). On a donc, par symétrie de f :

(z,y) = (f(2),9) = (2, f(y)) = (2,0) = 0.
Ainsi, cela étant vrai pour tout z de Im(f) et tout y de Ker(f), on en déduit que Im f1 Ker f. En
particulier, Im f C (Ker f)*.
De plus, comme F est de dimension finie, (Ker f)* est un supplémentaire de Ker f dans E, donc

dim(Ker f)* = n — dim Ker f.
De plus, d’aprés le théoréme du rang,
dimIm f =n — dim Ker f.

Ainsi, on a l'inclusion Im(f) C (Ker f)*, avec I’égalité des dimensions, donc Im f = (Ker f)*.
Ainsi, Im f est le supplémentaire orthogonal de Ker f.
4. Soit z un vecteur de E.

(a) Puisque f est diagonalisable (en tant qu’endomorphisme symétrique d’un espace euclidien), la somme
(directe) de ses espaces propres est égale & E tout entier :

E=E;(0)® Ef(M)@---© Ep(Ax).
Ainsi, par définition des sommes directes, pour tout = de E, il existe un unique (k + 1)-uplet

(o,...,z) de Ef(0) x Ef(A1) x --- x Ef(Ag) tel que = zo + 1 + - - + .

(b) Posons A9 = 0. Soit j € [0,k]. Les espaces propres sont deux a deux orthogonaux, et la somme
directe décrite dans la question précédente améne que

E=E\)e| P B
i€l A\ )

Ainsi, Fj = (Diefo,rp (i3 Er(Xi)) est le supplémentaire orthogonal de Ef();). Par conséquent, pour
tout y € Ef(\;) et tout z € Fj, p;j(y + 2) =y, par définition d’une projection orthogonale.
Or, étant donné x € E et une décomposition x = xy + - -+ + xy tel que dans la question précédente,

posons
Y=z et z= Z ;.
ie[0,k]\{}
Alors x =y + 2z, et y € E¢(\;) et z € F;. Donc

pi(®) =pjly +2z) =y = ;.



5. (a)

(b)

Soit (,4) € [0,k]? tels que i # j, et soit © € E, et * = xo + - -+ + x}, la décomposition de z décrite
dans la question 4(a). Alors, d’aprés la question 4(b) :

piopj(x) = pi(x;) = piley + -+ ),

ot, pour tout £ € [1,k], z, = 0 si £ # j, et 2 = z;. Comme pour tout £ € [1,k], 'l € E¢(A\,), la
question 4(b) améne :
piopj(z) =pi(a'0+ - +a}) =27 =0,

puisque i # j.
Soit ¢ € E, et x = xp + - - - + @1, sa décomposition décrite en 4(a). Alors, f étant linéaire :
fla) = f(wo) + f(@1) + -+ + flan)-
Or, zop € Ef(0) = Ker(f), donc f(zo = 0, pour tout i € [L, k], ; € Ez(N;), donc f(z;) = \iz;.
Ainsi :
flz) = a1+ -+ Az, = Mpr(x) + -+ + pr(2),

d’aprés la question 4(b). Cette égalité étant vraie pour tout # de E, on en déduit que
f=Xp+-+ Xepg

Soit ¢ = po le projecteur orthogonal sur Ker f. Comme Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires ortho-
gonaux, p et ¢ sont des projecteurs associés. Ainsi,

p=id—g=po+---+pr—po=p1+---+pi
On a, d’aprés la question 5(b) et la définition de f* :
k g )
fofi= (; /\iPi) o (; /\—sz> = (iyj)ez[[;kp /\i/\—jpi o pj,

puisque les p; sont tous linéaires. De plus les compositions p; o p; sont nulles sauf si ¢ = j, et dans
ce cas, puisque p; est un projecteur, p; o p; = p;. Ainsi

k k
1
f°fu=E /\iypi:E Di =D,
i=1 v i=1

d’aprés la question 5(c). D’ou 'égalité f o f* = p.

Soit (z,y) € E?. Légalité f(x) = p(y) est vérifiée si et seulement si f(z) — f o f¥(y) = 0 (d’aprés la
question précédente), donc si et seulement si f(z — f#(y)) = 0, donc si et seulement si z — f*(y) €
Ker f.

7. Soit y un vecteur de E.

(a)

Soit z € E. Puisque f(z) décrit Im(f) lorsque z décrit E, 12}% |f(z) =yl = , iInff [t —yl.
z €lm

Soit ¢ € Im(f). Alors ||t — y[l = [It — p(y) + p(y) — yll. Or, t — p(y) € Im(f) et p(y) —y € (Im f)*.
Donc, d’aprés le théoréme de Pythogore,

1t =yl =11t = pWI* + llp(y) = ylI* = It = p)I,

Pinégalité étant stricte si t # p(y).

Ainsi, la borne inférieure est un minimum, pris en p(y), et seulement en p(y).

Par conséquent, puisque f(z) € Im(f), f(z) réalise le minimum de |t — y| si et seulement si f(z) =
p(y), d’ou le résultat d’apres la question 6(b).

Remarquez que cet argument n’est rien d’autre que de dire que le projeté orthogonal est le vecteur
de meilleure approximation !



(b) D’apres la question 6(a) :
1F(F5()) = yll = lIp(y) — yll = inf [|£(z) -yl
zeFE
la derniére égalité résultant de ce qui précéde.
De plus, soit & un autre vecteur vérifiant ||f(z) — y|| = Hellff IIf(2) — y||. Alors  — ffy € Ker f. 1l
z

existe donc z € Ker f tel que x = f* + 2. Comme f*(y) € Im f et z € Ker(f) et que Im f L Ker f, la
relation de Pythagore améne

lzl1* = [1F£WI? + 11207 = LI

Ainsi, tous les autres vecteurs z vérifiant cette relation sont de norme supérieure a f*(y).
On en déduit que f*(y) est le plus petit des vecteurs x vérifiant ||f(z) — y|| = ing I f(z) —yl|-
zE

Exercice 2 — (ESC 2005)

1.

4.

A Tissue du premier tirage, on peut avoir retiré une des deux boules rouges mais par les deux. Ainsi,

Yi(©) = {1,2}.

e L’événement [Y; = 1] est réalisé si et seulement si on a tiré une des deux boules rouges (sur 3 boules)
lors du premier tirage. Ainsi, [Y1 = 1] = Ry, d’ou, les boules étant indiscernables (donc le tirage
équiprobable) :

2
P =1)=P(R) = 3.

e L’événement [Y7 = 2] est réalisé si et seulement si on a tiré la boule bleue (sur 3 boules) lors du premier
tirage. Ainsi, [Y; = 2] = By, d’ou

P(Y, =2) = P(B,) = %

. Sin > 2, on peut avoir tirée 0 (car il y a toujours des boules bleues), 1 ou 2 fois des boules rouges,

mais pas plus, puisqu’on les retire alors du jeu. Ainsi, il reste dans I'urne 0, 1 ou 2 boules rouges. Donc
Yo () =40,1,2}.
L’événement [Y;, = 2] est réalisé si et seulement si lors des n premiers tirages, on ne retire (donc on ne

tire) pas de boule rouge. Ainsi
Y, =2] =B, N---NB,.

Attention, les B; ne sont ici pas mutuellement indépendants, car le nombre de boules bleues dans 'urne
a un moment donné (donc la probabilité de tirer une boule bleue) dépend des boules qu’on a tirées
auparavant. Il faut donc utiliser la formule des probabilités composées :

P(Y,, =2) = P(B:1)Pg,(B2)P,nB,(B3) ... Pe,n..0B,_, (Bn).
Or, P(By) = %, et pour tout 7 € [2,n], si By N---NB;_; est réalisé, alors il reste toujours 2 boules rouges
et une boule bleue dans 'urne avant d’effectuer le i-iéme tirage, donc
1

PBlﬂ"'ﬂBi—1(Bi) = g

1 n
Par conséquent P(Y,, = 2) = <§> .
(a) Onavuqueuy = P(Y; =1) = 2.
L’événement [Y, = 1] est réalisé si et seulement si on a tiré une et une seule boule rouge lors des
deux premiers tirages, soit au premier tirage, soit au deuxiéme. Ainsi
Les événements R N By et By N Rs étant incompatibles, on a
P(Y,=1) = P(Ry N Bs) + P(B1 N Ry) = P(Ry)Pr, (B2) + P(B1)Pp, (R>).

Or, si la premiére boule tirée est rouge, il reste avant le deuxiéme tirage 2 boules bleues et une boule

rouge, donc Pg, (B2) = %, et de méme, si la premiére boule tirée est bleue, il reste avant le deuxiéme

tirage une boule bleue et deux boules rouges, donc Pp, (Rz) = 2. Ainsi :
2 2 1 2 2
PY,=1)==--+--2=-.
Fe=l=3-3%3 373



(b) Soit n > 2. Utilisons la formule des probabilités totales sur le systéme complet [Y;, = 0], [Y, = 1], [¥;, = 2]
constitué d’événements non quasi-impossibles (puisqu’on peut exhiber pour chacun de ces événements
une suite particuliére de tirages adéquate qui est clairement de probabilité non nulle) :

P(Yyi1 =1) = P(Ypi1 = 1Y, = 0)P(Y,, = 0) + P(Vpyy = 1| Y, = 1)P(Y, = 1)+
+ PV =1|Y, = 2)P(Y, =2)

Or :

e Si [Y,, = 0] est réalisé, I’événement [Y,+1 = 1] ne peut pas étre réalisé, car & aucun moment on
n’ajoute de boule rouge. Ainsi, P(Y,+1 =11]Y,, =0)=0.

e Si[Y, = 1] est réalisé, ’événement [Y,,+1 = 1] est réalisé si et seulement si on tire une boule bleue
au n + 1-iéme tirage, sachant qu’a ce moment-1a, il ne reste plus qu’une boule rouge, et donc deux
boules bleues (le nombre total de boule faisant toujours 3). Ainsi,

2

P(Yap =1|Ya=1)=3.

e Si[Y,, = 2] est réalisé, I’événement [Y;, = 1] est réalisé si et seulement si on tire une boule rouge
au n + l-iéme tirage, sachant qu’a ce moment-la, il reste dans l'urne les deux boules rouges, et une

seule boule bleue. Donc : 5

Ainsi :

2 2 1\" 2 2
P(Yn+1 = ].) = g'll,n + g - <§> donc: Up41 = gun + 3n+1 .

Pourn=1,us =2, et 2u, + 5 =32+ 2 =% =2 donc la relation est encore valable.

(c) On pose, pour tout entier naturel n non nul, v, = u, + 3% Ainsi :

N _ 2 2 2 2 2 2\ 2
Vn € N, vn+1—un+1+3—n—§un+w+w—§ un+3—n —g'un.

Ainsi, la suite (vy,)nen+ est géométrique de raison %, d’otu :

2 n—1
VneN*, v, =uv <§> .

En écrivant v, en fonction de uy, il vient :

2\ /2\"! 2\ "
vme N ””Z(“l*i) (3) :2'@ '

2 2\" 2
Vn € N*, unzvn—3—n:2<§> ~ 3

Par conséquent,

(d) Soit n € N*. Le systéme ([Y,, = 0],[Y, = 1], [Ys = 2]) est complet, donc

2\" 2 1 2\" 1
PY,=0=1-PY,=1)-PY,=2)=1-2|( - ———=1-2(z —.
(V=0 =1- P, =)= P =2 =1-2(3) +3 -z =1-2(3) +3
Remarquez que pour n = 1, on retrouve P(Y; = 0) = 0, ce qui est normal puisque cet événement
est impossible.

5. Soit n € N*. La variable Y;, prend un nombre fini de valeurs : 0, 1 ou 2. Donc son espérance existe. Ainsi :

E(Yn)=0'P(Yn=0)+1-P(Yn=1)+2.p(yn:2):2<§>n_3%+3%:2<§>n

6. (a) La deuxiéme boule rouge peut étre tirée & n’importe quel tirage & partir du deuxiéme tirage (en
tirant un nombre adéquat de fois une boule bleue, ce qui est possible). Ainsi, Z () = [2, +o0].



(b) Soit k > 2. L’événement [Z = k] est réalisé si et seulement si a 'issue du k — 1-iéme tirage, il reste
au moins une boule rouge, et a l'issue du k-iéme tirage, il n’en reste plus. Comme on retire au plus
une boule rouge & chaque tirage, cela impose que le nombre de boules rouges a l'issue du k — 1-iéme
tirage soit exactement 1. Ainsi,

Z =K = [Ye 1 = 1] [V = 0],

(c) Attention, les deux événements ci-dessus ne sont pas indépendants, il faut donc utiliser des proba-
bilités conditionnelles. Comme [Y;_; = 1] n’est pas presque-impossible, on peut écrire :

Vk > 2, P(sz)ZP(Yk,1 =1)P(Yk :0|Yk71 :]_).

La valeur de P(Y;—; = 1) est donnée par la question 4(c). De plus, si ’événement Yi,_; = 1 est
réalisé, il reste dans 'urne avant le k-iéme tirage 1 boule rouge et 2 boules bleues. De plus, I’événement
Y} = 0 est alors réalisé si et seulement si on tire une boule rouge. Ainsi P(Y, =0 | Yy—1 =1) = %
On en déduit que

2 k+1 2

7. Simulation informatique.
Voici la fonction rectifiée et complétée.

function simulation:integer;
var b,r,n:integer;

begin
randomize;
b:=1;
r:=2;
n:=0;
repeat
if random(r+b)<r then
begin
b:=b+1;
r:=r-1;
end;
n:=n+1;
until
r=0;
simulation:=n;
end;

Quelques commentaires :

e Ici, il s’agit d’une fonction ne dépendant d’aucun parameétre : elle se contente de renvoyer une valeur
aléatoire, en suivant une certaine loi. Il n’y a donc par de paramétre d’entrée & préciser. En revanche,
n’oubliez pas de définir le type du résultat, comme d’habitude.

e N’oubliez pas non plus de déclarer les variables.

e L’entier r est le nombre de boules rouges, & l'instant considéré. De méme, b représente le nombe de
boules bleues. Quant a n, c’est le nombre de tirages effectués. Initialement r a la valeur 2, tandis que
b a la valeur 1. Attention, ce sont des affectations, & écrire avec := et non simplement =.

e Dans la boucle, on effectue un tirage sur 'ensemble des boules (r + b; on aurait pu remarquer que cette
valeur vaut toujours 3). On effectue des modifications de l'urne si on tire une boule rouge, ce qui se fait
avec une probabilité de HLT, ce qui correspond au fait d’obtenir & 1’aide de la fonction randomr+b une
des r valeurs 0,1...,7 — 1, d’ou le test randomr+b < r.

e Sile test est positif (donc on a tiré une boule rouge) : il reste dans I'urne une boule rouge de moins
et une boule bleue de plus, d’ou les modifications faites aux variables r et b. Attention, il y a deux
instructions & mettre dans cette clause conditionnelle : n’oubliez pas dans ce cas le begin ... end;

e Si le test est négatif, on ne modifie pas le contenu de 'urne : il n’y a rien & faire, et on n’a donc pas
besoin de la clause alternative else. ..



e On s’arréte lorsqu’on tire la derniére boule rouge, donc la premiére fois qu’on a r = 0.

e Enfin, il ne faut pas oublier de définir la valeur de sortie de la fonction, égal au nombre n de tirages
effectués.

e Et pour terminer : la fin de la fonction n’est pas la fin du programme, donc il faut un point-virgule et
non un point.

Probléme —

Partie I — Etude de la suite (u,)nen

1. 1l est inutile de dériver ici : f est le produit de deux fonctions croissantes et positives sur Ry, z —
et © — Arctanz. Ainsi, f est croissante sur R, , les valeurs au bord étant, puisque f est continue,

lim f(a) =f(0)=0et lim f(z)=-+oo

2. La fonction f est positive sur Ry. Ainsi;, f(Ry) C Ry, donc Ry est un intervalle stable par f. Comme
up € Ry, on en déduit que pour tout n € N, u,, € Ry.

D’autre part, f est croissante sur lintervalle stable Ry, donc puisque ug € Ry, la suite (uy)nen est

monotone sur. Redémontrons-le rapidement :

e Supposons que u; > ug. Alors montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, 11 > u,, U'initialisation
étant donnée par la supposition. Soit donc n € N tel que 4,41 > u,. Ces valeurs étant dans Uintervalle
Ry, et f étant croissante sur Ry, on obtient f(u,4+1) = f(u,) donc w41 > u,,. D’aprés le principe de
récurrence (up)neN est dopnc croissante.

e Un raisonnement similaire montre que si u; < g, alors (uy,)nen est décroissante.

En début de copie, il est impératif de faire cette preuve (dans un des deux cas seulement bien

entendu), en s’autorisant éventuellement a écrire la récurrence, ici facile, un peu rapidement.

En fin de copie, on admettra que vous vous dispensiez

Ainsi, (u,)nen est monotone, donc admet une limite (finie ou infinie).
3. Soit « € Ry. Alors

f(z) =z < x Arctanz =z
<=z =0o0u Arctanz =1

T
<=>:U=00u:n=z.

Ainsi, les points fixes de f sont 0 et 7.
Soit « € Ry. Alors

g(x) >0 < z Arctanz > z
< x #£0et Arctanz > 1

m
(=>:U€]Z,+oo[.

Ainsi, g s’annule en 0 et T, est négative sur |0, Z[, et positive sur ] §, +oo].

4. Ona f (%) = Z, et f est strictement croissante et positive sur Ry . Ainsi, f(]0,%[) C]0, Z[ et f(]5, +o0[) C
15, +0oc[. Ces deux intervalles sont donc stables par f.
e Siug =0, la suite (up)nen est constante de valeur (et donc de limite) nulle.

e Siwug €]0, §[, alors, cet intervalle étant stable par f, pour tout n € N, u,, €]0, Z[. En particulier, (u,)nen
est bornée ; étant monotone, elle est donc convergente.
De plus, g est négative sur cet intervalle, donc pour tout n € N, u, étant dans ]0, %[, on obtient
flug) <y, donc tpp1 < ty. Ainsi, (uy)nen est décroissante.
Comme f est continue sur l'intervalle fermé [0%, (u,)nen converge vers un point fixe de f dans cet
intervalle, donc vers 0 ou vers 7. Comme elle est strictement décroissante, sa limite est nécessairement
0.

e Siup =7, (un)nen est constante de valeur (et donc de limite) 7.

e Si up €]7,+00[, le méme raisonnement que plus haut montre que cette fois (u,)nen est croissante. De
plus, f étant continue sur [F, +o00[, la limite de (u,)nen est un point fixe de f ou un bord de 'intervalle,

s s

donc § ou +oo. Comme (u,),en est strictement coroissante et supérieure & 7, sa limite ne peut pas

étre cette derniére valeur, donc lim w,, = +o0.
n—-+oo



Partie II — Etude des séries Youy, a €RY, et ) uya™, x € R lorsque lirf Uy, = 0.
—+00

1.

n

(a) On suppose que lig_l u, =0, donc lim Arctanu, = Arctan(0) = 0, puisque la fonction Arctan
n—r—+0o0

n—-+00
est continue en 0.

Ainsi, Arctanu, = o(1), donc u, 1 = u, Arctan u, = upo(1l) = o(uy,).
Par conséquent, u,; étant négligeable devant u,,, on obtient : w, 11 — u, o —Up,.
oo

(b) Soit N € N. On a alors

N

Z Up+1 — Up = UN+1 — Uo,

n=0
car il s’agit d’une somme téléscopique. Comme (u,) admet une limite finie, cette derniére expression
admet une limite finie lorsque N tend vers 4+o00. Ainsi, la série de terme général " u,, 41 —u,, converge
Or, cette série est a termes de signe constant (négatif), car (un)nen est décroissante dans ce cas
(cas ou ug €]0, [). Et de méme ) —u, est & termes tous négatifs. Ainsi, d’aprés la question 1(a) et
le théoréme de comparaison des séries & termes positifs équivalents, la série de terme général —u,,
converge, donc aussi la série de terme général u,,.

(a) Siz =0 ousiuy =0, le quotient W;—H n’est pas défini.

Six # 0 et ug # 0, alors on est dans le cas o (uy)nen décroit strictement en tendant vers 0, donc
un ne s’annule pas, donc (v, )pen ne s’annule pas. On peut donc considérer le quotient

+1
Unt1 Upt12"
Ga st [P = |z| Arctan u,,.
Up, Up L™
. . L . . Un+1
Puisque lim Arctanwu, =0, on en déduit que lim =0.
n—+00 n—+ Un

(b) Cas z #0 et ug #0
Ainsi, en prenant € = % dans la définition de la limite, il existe N € N tel que pour tout n > N,

Un+1
Un

VAN
| =

. 1
soit: [vp1] < §|vn|

1 n—N
Une récurrence rapide montre qu’alors : Vn > N, |v,| < <§> lun|.

n—N L. , P . -
Or, ¥ (3) lu| converge en tant que série géormétrique de raison 1 €] — 1,1[, donc, les séries
étant a termes positifs, la série Y |v,| converge, d’aprés le théoréme de comparaison des séries a

termes positifs, donc la série Y una™ converge absolument , donc converge.

cas ¢ = 0 ou ug = 0. Dans ce cas, pour tout n € N, u,z"™ = 0, sauf éventuellement pour n = 0.
Ainsi la somme se réduit & un terme au maximum, donc la série est convergente !

Partie III — Etude de la série > upz™ lorsque lim w, = +oc.
n—+00

Remarque : vous pouviez voir une autre méthode, plutot plus élémentaire, pour montrer que la suite (w,,)nen
définie dans ce paragraphe admet une limite non nulle, en étudiant directement la monotonie de cette suite.
Cependant, utilisez la méthode imposée par ’énoncé. Si I’énoncé suggére cette méthode, c’est qu’on veut vous
tester sur certains points spécifiques apparaissant au cours de cette méthode...

e

(a) Pour avoir

lim wu, = 400, nous sommes dans le cas ou uy €]5,+oo[. Or, dans ce cas, la suite
n—-+oo
(un)nen est & valeurs dans |7, +oof cet intervalle étant stable par f. Ainsi, (u,),en ne s’annule pas.
Un+1

T
(b) Nous avons lim = lim Arctanu, = > puisque (u,) tend vers +oo.

n—+00 Uy n—+00

21

Unt1 ~ oo T et donc

. T
Ainsi, upy1 ~ = - u,, donc
+oo 2

1 21 (1) . 1 1 21 1 (1) <2 ) 1 <1>
=——+40|— puis: - =————40|—|={-=-1)—+40|— ).
Upt1 T Up Unp Uptl Up T UG Uy Unp T Unp U

1 21 2 1

Ainsi, === ~ <_ — 1> il
Un+1 T Up +00 (T Un

Remarquez le passage aux petit-o pour faire la somme dans I’équivalent.




(c) On raisonne de méme qu’en II-1(b).

On a, pour tout N € N,
N

2: 1 1 1 1
R - =,
n—0 Un+1 Unp UN+1 Uo

et cette derniere quantité admet une limite finie lorsque N tend vers +o0, puisque —

tend vers 0

lorsque NV tend vers +o00.
1

Ainsi, la série > W o converge. De plus, elle est a termes négatifs, car (un)nen est croissante
dans ce cas. Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs équivalents,

> (2 —1) -1 est convergente aussi, donc Y -1 est convergente.
T Up Un

2. (a) Ona:

u
VneN, -2t

= Arctan u,,
n
. . . . Un+1 s
donc, puisque lim u, = +00, on obtient lim —tt =2,
n—+oo n—+00  Up 2

(b) Tout d’abord, si & = 0, la série ne comporte qu’un terme non nul donc est (absolument) convergente.

n+1
ntr? 1T g

Six#0, alors lim 5

n—+oo

Up L™

e Cas ol
Dans ce cas, J - |[z| < 1. Soit £ €]% - |z|,1[. En choisissant ¢ = £ — J - |z| > 0 dans la définition de
la limite, on a donc :

U’”+1wn+1 : n+1 n
AN eN, Vn> N, |————| < /¢ soit: |un+1az | < L |un,x™].
Up T
Comme dans la question I1-2(a), on obtient : Vn > N, |unz™| < " N|unz™|.

Ainsi, le terme positif |u,z"| est majoré par le terme général d’une série géométrique de raison
£ €]0,1], donc d’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, > u,z"™ converge
absolument, donc converge.

e Casou |z| > 2
Dans ce cas, § - |z| > 1. En choisissant ¢ = 7 - |2| — 1 dans la définition d’une limite, on obtient :

V)

Uny1 anrl

ZNeN Vn>N >1 soit: |un+1$"+1| > |upz™|.

Up L™
Ainsi, la suite (Ju,z™|)nen est strictement croissante a partir du rang N, et positive, donc elle ne
tend pas vers 0, donc (u,z™)pen non plus. Ainsi, > u,z™ diverge, la divergence étant grossiére.

3. (a) Puisque ¥ — Arctanu,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, et que tanz ~x, on a :

0
1 1

Z_ Arct ¢ (7r Arct )
— — Arctanu,, ~ tan (= — Arctanu, ) = ——— = —.
2 " oo 2 " tan(Arctanu,)  up

n 2 uy, 2
(b) On a, pour tout n € N : lnw,4+1 —Ilnw,, =1In <u> =In (—u> =In <— Arctan un>
Wnp, ™ Up ™
21

2 2 2
Or, lim — Arctanu, =1, donc : In (— Arctan un> ~ — Arctanu,, -1 ~ ———
n—+oo ™ too 00 T Uy

Or, 3 L est convergente d’aprés I1I-1(c), et & termes positifs. Donc Y ——ﬁ est convergente a

termes negatlfs Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs équivalents,
valable aussi pour les séries A termes tous négatifs, on en déduit que Y lnw,4+1 — Inw,, converge.
(c) Ainsi, la somme partielle de cette série admet une limite réelle. Or, pour tout N € N,
N
Z lnwy+1 —lnw, =lnwyi; — lnwp.
n=0
Ainsi, (Inw,)en admet une limite finie ¢. Par continuité de ’exponentiellen (wy,),en+ admet une
limite, égale & ef, donc strictement positive (et en particulier non nulle).
(d) On en déduit que Y w, diverge grossiérement.
4. D’apres la question précédente, (|un, ( %)n|)neN* ne converge pas vers 0, donc (u, (—%)n)neN* non plus.

Donc Y u, (——) diverge grossiérement.



