
Ly
ée La Bruyère, Versailles Lundi 15 dé
embre 2008.ECS 2 � Mathématiques Corre
tion Con
ours blan
 no 1 � Épreuve no 1Épreuve type HECProblème � (ESCP 1997)Partie I � Trois résultats utiles par la suite1. (a) La fon
tion f : x 7! xne� x22 est 
ontinue sur R, don
 l'intégrale possède deux impropriétés en �1et en +1.De plus, d'après les théorèmes de 
roissan
e 
omparée,limx!+1x2f(x) = limx!+1xn+2e� x22 = 0 et limx!�1x2f(x) = limx!�1xn+2e� x22 = 0Don
 f(x) = o � 1x2 � au voisinage de +1, et également au voisinage de �1. Comme les intégralesZ �1�1 dxx2 et Z +11 dxx2
onvergent, on en déduit, par 
omparaison des intégrales de fon
tions de signe 
onstant (
'est le 
asau voisinage de +1 et de �1) par négligeabilité, on en déduit que Z +1�1 f(x) dx 
onverge.(b) Soit n 2 N, n > 2. E�e
tuons une intégration par parties, en posant,8x 2 R; u(x) = �e�x22 et v(x) = xn�1Alors, u et v sont de 
lasse C1 sur R et8x 2 R; u0(x) = xe� x22 et v0(x) = (n� 1)xn�2:De plus, d'après les 
roissan
es 
omparées,limt!+1 u(x)v(x) = 0 et limt!�1u(x)v(x) = 0Ainsi, l'existen
e de 
es deux limites nous autorise à faire l'intégration par parties sur l'intégraleimpropre, et :In = 1p2� Z +1�1 u0(x)v(x) dx = 1p2� hu(x)v(x)ilim+1lim�1 � 1p2� Z +1�1 u(x)v0(x) dx= (n� 1) 1p2� Z +1�1 xn�2e� x22 dx = (n� 1)In�2:(
) � Soit n 2 N. On a I2n+1 = 1p2� Z +1�1 x2n+1e� x22 dx = 0;
ar la fon
tion x 7! x2n+1e�x22 est impaire, et l'intégrale est 
onvergente. En e�et, du fait de la
onvergen
e de l'intégrale, on peut é
rireI2n+1 = limA!+1 Z A�A x2n+1e�x22 dx1



Or, 
ette dernière intégrale est nulle, d'après les propriétés des intégrales dé�nies de fon
tionsimpaires.Attention, 
et argument n'est pas su�sant pour prouver la 
onvergen
e de l'intégrale, 
omme leprouve l'exemple donné dans le 
ours de Z +1�1 sinx dx. En e�et, pour l'étude de la 
onvergen
e,il est né
essaire de faire tendre les deux bornes indépendamment (don
 en utilisant deux variablesdi�érentes). En revan
he, une fois la 
onvergen
e prouvée, on peut tout à fait lier les deux bornes.Vous pouvez aussi remarquer qu'on peut obtenir le résultat dire
tement par un 
hangement devariable t = �x sur une moitié de l'intégrale, 
omme on le fait pour les intégrales dé�nies, sans seramener au résultat 
onnu pour les intégrales dé�nies.� Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): I2n = (2n)!2nn! .On a : I0 = 1p2� Z +1�1 e� x22 dx = 1;d'après le rappel e�e
tué dans le préambule du problème (remarquez que 
e résultat s'obtient parun 
hangement de variable simple de la valeur de l'intégrale de Gauss).Ainsi, la propriété P(0) est vraie.Soit n 2 N, telle que P(n) soit vraie. Alors, d'après la question 1(b),I2n+2 = (2n+ 1)I2n = (2n)!(2n+ 1)2nn! = (2n+ 2)!2n � 2nn! = (2n+ 2)!2n+1(n+ 1)! :Ainsi, P(n+ 1) est vrai aussi.Par 
onséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraîne P(n+1). D'après le prin
ipede ré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans N.(d) Cette intégrale est 
ombinaison linéaire d'un nombre �ni d'intégrales In, qui sont toutes 
onvergentes,don
 elle est 
onvergente. On peut s'y prendre dire
tement aussi en utilisant un équivalent de P(donné par son terme de plus haut degré), puis un argument similaire à 
elui de la question 1(a).2. Soit C un réel positif. Pour tout entier naturel n, on pose un = Cn�n2 �!(a) La série P C2nn! est une série exponentielle de paramètre C2, don
 
onvergente. Ainsi, son termegénéral tend vers 0. Don
 : limn!+1 C2nn! = 0:Par 
onséquent, limn!+1u2n = 0. De plus, pour tout n 2 N,u2n+1 = C2n+1� 2n+12 �! = C2n+1n! = C � u2n:Ainsi, la suite (u2n+1)n2N 
onverge aussi, et sa limite est C � 0 = 0. Par 
onséquent,limn!+1u2n = limn!+1 u2n+1 = 0;don
, d'après le rappel de l'énon
é (qui nous dispense d'en redonner la preuve), on obtient la 
onver-gen
e de (un)n2N, et limn!+1 un = 0:(b) Pour tout k 2 N, on a : u2k + u2k+1 = C2kk! + C2k+1k! = C2kk! � (1 + C):2



Ainsi, Pu2k + u2k+1 est une série exponentielle de paramètre C2, au fa
teur multipli
atif 
onstant1 + C près. Ainsi, elle est 
onvergente, et+1Xk=0 u2k + u2k+1 = (1 + C)eC2 :(
) Le réel C étant positif, la somme partielle Sn =Pnk=0 uk est 
roissante. Ainsi, elle admet une limite�nie ou in�nie. Or, (S2n)n2N est la suite des sommes partielles de la série Pu2k + u2k+1, don
admet une limite �nie d'après la question pré
édente. Ainsi, puisque (Sn)n2N admet un limite (
etteexisten
e est importante pour que l'argument tienne la route), 
ette limite est la même que (S2n)n2N,don
 elle est �nie. Par 
onséquent, Pun 
onverge. De plus :+1Xn=0un = limn!+1Sn = limn!+1S2n = +1Xn=0un + un+1 = (1 + C)eC2 :3. (a) Soit � 2 [�a; a℄, et n 2 N. La majoration de g(n) étant valable pour tout n, elle l'est en parti
ulierpour n+ 1. Ainsi, 8t 2 [�a; a℄; jg(n+1)(t)j 6 Kn+1 � (n+ 1)!�n+12 �! :Cette inégalité est a fortiori vrai entre 0 et �. Ainsi, d'après l'inégalité triangulaire (attention au
as où � < 0, il faut dans 
e 
as é
hanger les bornes de l'intégrale, l'inégalité triangulaire n'étantvalable que pour des bornes données dans le bon sens ; d'où le min et le max dans 
e qui suit)�����Z �0 (� � t)nn! g(n+1)(t) dt����� 6 Z max(0;�)min(0;�) j�� tjnn! jg(n+1)(t)j dt6 Z max(0;�)min(0;�) j�� tjnn! Kn+1 � (n+ 1)!�n+12 �! dt= Kn+1 � (n+ 1)�n+12 �! Z max(0;�)min(0;�) j�� tjn dtComme (�� t)n est de signe 
onstant entre 0 et �, on en déduit que�����Z �0 (�� t)nn! g(n+1)(t) dt����� 6 Kn+1 � (n+ 1)�n+12 �! �����Z �0 (t� �)n dt�����= Kn+1 � (n+ 1)�n+12 �! 1n+ 1 ��(��)n+1 � 0n+1��= (K � �)n+1�n+12 �! :D'après la question 2(a), on a limn!+1 (K � �)n+1�n+12 �! = 0;par 
onséquent, d'après le théorème d'en
adrement,limn!+1 Z �0 (� � t)nn! g(n+1)(t) dt = 0:(b) Soit n 2 N et � 2 [�a; a℄. D'après la formule de Taylor ave
 reste intégrale à l'ordre n, la fon
tion gétant de 
lasse C1 : g(�)� nXk=0 g(k)(0)k! � �k = Z �0 (�� t)nn! g(n+1)(t) dt:3



En prenant la limite de 
ette expression lorsque n tend vers +1, on en déduit que +1Xk=0 g(k)(0)k! � �k
onverge, et que : g(�) = +1Xk=0 g(k)(0)k! � �k:Si g est une fon
tion polynomiale, pour tout k > deg(g) = d, g(k) = 0. Ainsi,g(�) = dXk=0 g(k)(0)k! � �k:On retrouve une égalité 
onnue (formule de Taylor pour les polyn�mes).Partie II � Les polyn�mes de Hermite1. Tout d'abord, l'intégrale est 
onvergente pour tout polyn�me P et Q, d'après la question I-1(d). Ainsi,hP;Qi est dé�nie pour tout 
ouple (P;Q) de polyn�mes.Véri�ons que 
ela dé�nit un produit s
alaire.� Soient P;Q;R trois polyn�mes, et � un s
alaire. Alorsh�P +Q;Ri = 1p2� Z +1�1 (�P (x) +Q(x))R(x)e� x22 dx:Les intégrales étant toutes 
onvergentes, on peut é
rire, par linéarité de l'intégrale :h�P +Q;Ri = �p2� Z +1�1 P (x)R(x)e� x22 dx+ 1p2� Z +1�1 Q(x)R(x)e� x22 dx = � hP;Ri+ hQ;Ri :Ainsi, h�; �i est linéaire par rapport à la première variable.� Clairement, le produit de polyn�mes étant 
ommutatif, h�; �i est symétrique.� Étant symétrique et linéaire par rapport à sa première variable, elle est aussi linéaire par rapport à lase
onde variable.� Soit P 2 R[X ℄. Alors pour tout x 2 R, P (x)2e� x22 est positif. Par positivité de l'intégrale, on en déduitque hP; P i > 0.� De plus, pour tout polyn�me P , la fon
tion x 7! P (x)2e� x22 étant 
ontinue sur R et positive, on endéduit que hP; P i = 0 si et seulement si pour tout x 2 R,P (x)2e� x22 = 0 soit: P (x) = 0;du fait que e�x22 6= 0.Ainsi, h�; �i est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive sur R[X ℄, don
 
'est un produit s
alaire.2. On e�e
tue une orthonormalisation par la méthode de S
hmidt de la base (1; X;X2; X3). On note(f0; f1; f2; f3) la famille orthonormale obtenue par le pro
édé de S
hmidt. Nous n'e�e
tuons par tousles 
al
uls de normalisation, du fait qu'on ne demande qu'une famille orthogonale, et non orthonormale.� On a : k1k2 = 1p2� Z +1�1 e� x22 dx = I0 = 1;Don
 k1k = 1, don
 f0 = 1k1k = 1.� Soit u1 = X � hX; f0i f0 = X � hX; 1i 1 = X � I1 = X;On a alors ku1k2 = I2 = 1, don
 ku1k = 1, et par 
onséquent,f1 = u1ku1k = X:4



� Soit u2 = X2 � 
X2; 1� 1� 
X2; X�X = X2 � I2 � 1� I3X = X2 � 1:Ainsi, f2 = u2ku2k .� Soit u3 = X3 � 
X3; 1� 1� 
X3; X�X � 1kX2 � 1k2 
X3; X2 � 1� (X2 � 1)= X3 � I3 � I4X � (I5 � I3) (X2 � 1)kX2 � 1k2 = X3 � I4X = X3 � 3X:Ainsi, f3 = u3ku3k .On en déduit que (1; X;X2 � 1; X3 � 3X) est une famille orthogonale. Les 
oe�
ients dominants sontbien 1, et ils engendrent le même espa
e que (1; X;X2; X3), don
 R3 [X ℄. Ainsi, une famille orthogonale
onstituée d'éléments non nuls étant une famille libre, on en déduit qu'il s'agit d'une base orthogonale deR3 [X ℄.3. (a) On a, pour tout x 2 R :� g(x) = e� x22 , don
 H0(x) = 1 ;� g0(x) = �xe�x22 , don
 H1(x) = x ;� g00(x) = x2e� x22 � e� x22 , don
 H2(x) = x2 � 1 ;� g(3)(x) = �x3e�x22 + 2xe� x22 + xe� x22 = (�x3 + 3x)e� x22 , don
 H3(x) = x3 � 3.Tiens don
 ! on retrouve la famille de la question 2 !(b) � Suivons l'indi
ation de l'énon
é. Soit n 2 N� . Pour tout x 2 R,g(n+1)(x) = (g0)(n)(x) = h(n)(x) = (g � k)(n)(x);où k = �id. Ainsi, d'après la formule de Leibniz,8x 2 R; g(n+1)(x) = nXp=0�np�g(n�p)(x)k(p)(x):Or, k est une fon
tion polynomiale de degré 1, don
 pour tout p > 2, k(p) = 0. Ainsi8x 2 R; g(n+1)(x) = �n0�g(n)(x)k(x) +�n1�g(n�1)(x)k0(x) = �xg(n)(x) � ng(n�1)(x):Ainsi, 8x 2 R; Hn+1(x) = (�1)n+1e x22 g(n+1)(x) = x(�1)ne x22 g(n)(x)� n(�1)n�1g(n�1)(x)= xHn(x)� nHn�1(x):� Soit n 2 N� . On a, pour tout x 2 R :H 0n(x) = (�1)n �xe x22 g(n)(x) + e x22 g(n+1)(x)� = xHn(x) �Hn+1(x) = nHn�1(x);d'après la relation (1).(
) Le 
al
ul de H0, H1, H2, H3 nous permet de 
onje
turer que pour tout n, Hn est un polyn�me dedegré n, de la même parité que n, et de 
oe�
ient dominant 1. Montrons 
ela par ré
urren
e.Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): Hn est un polyn�me unitaire de degré n, de mêmeparité que n.D'après le 
al
ul de H0 et de H1, les propriétés P(0) et P(1) sont vraies.Soit n 2 N tel que P(n) et P(n+1) soient vrai. Alors, d'après la relation (1), Hn+1 est un polyn�me,en tant que produit et 
ombinaison linéaires de polyn�mes (
ar Hn et Hn�1 sont des polyn�mesd'après l'hypothèse de ré
urren
e). 5



De plus, d'après l'hypothèse de ré
urren
e, degHn+1 = n + 1 > 0 don
, d'après la relation (2) aurang n+ 2, degH 0n+2 = n+ 1 > 0, don
 degHn+2 = n+ 2.Par ailleurs, soit pour tout k 2 N, ak le 
oe�
ient dominant de Hk. Alors, par hypothèse de ré
ur-ren
e, an+1 = 1. De plus, d'après la relation (2), Hn+2 étant de degré n + 2 (don
 an+2 étant le
oe�
ient du terme de degré n + 2 de 
e polyn�me), on a la relation : (n + 2)an+2 = (n + 2)an+1,don
, puisque n+ 2 6= 0, an+2 = an+1 = 1.En�n, Hn étant de la parité de n, et X étant impair, XHn est de la parité de n+1. De même, nHn�1est, par hypothèse de ré
urren
e, de la parité de n� 1, don
 de n+1. Ainsi, d'après la relation (1),Hn+1 est de la parité de n+ 1.Par 
onséquent, P(0) et P(1) sont vraies, et pour tout n dans N, P(n) et P(n+1) entraînent P(n+2).D'après le prin
ipe de ré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans N.4. Programmation(a) La multipli
ation par X revient à dé
aler les 
oe�
ients ves la droite (le 
oe�
ient de degré k devientle 
oe�
ient de degré k + 1). Le 
oe�
ient de degré 0 du résultat est nul (le polyn�me XP n'a pasde terme 
onstant)pro
edure MULTIX(P:Poly; var Q:Poly);var k:integer;beginQ[0℄:=0;for k:=1 to 20 doQ[k℄:= P[k-1℄;end;N'oubliez pas de passer Q en paramètre variable. Remarquez qu'il aurait été plus judi
ieux de dé�nirune 
onstante de valeur 20, pour que 
ette valeur soit plus fa
ilement modi�able par la suite. Maisl'énon
é étant 
e qu'il est, on travaille ave
 une valeur en dur.(b) Pour n dans [[2; 20℄℄, le degré de Hn ne dépasse pas 20, par 
onséquent, le type Poly est su�sant.De plus, le fait de prendre n > 2 dispense de dis
uter du 
as des petites valeurs de n (initialisation)dans le programme.La pro
edure 
i-dessous, utilisant la pro
edure de la question pré
édente, doit être pla
ée dans lemême programme, après la pro
edure MULTIXpro
edure HERMITE(n:integer; var H: Poly);var k,i:integer;L,M,P:Poly; {H: dernière valeur en 
ours de H_kL: avant-dernière valeur en 
oursM,P: variable de 
al
ul}beginL[0℄:=1; {initialisation de L à H_0}for i:=1 to 20 doL[i℄:=0;H[0℄:=0; {initialisation de H à H_1}H[1℄:=1;for i:=2 to 20 do 6



H[i℄:=0;for k:=2 to n do {au début de la bou
le, H=H_(k-1), L=H_(k-2)}beginP:=H; {sauvegarde de H}MULTIX(H,M); {
al
ul de XH_(k-1), sto
ké dans M}for i:=0 to 20 doH[i℄:= M[i℄ -n*L[i℄; {
al
ul de H_k, sto
ké dans H}L:=P; {a
tualisation de L à H_(k-1)}end; {à la fin de la bou
le, H=H_k, L=H_(k-1)}{lorsqu'on sort de la stru
ture for,H=H_n et L=H_(n-1)}end;Partie III � (Hn)n2N 
omme famille de polyn�mes orthogonaux1. (a) Pour tout x 2 R, on aP (x)g(n�1)(x) = (�1)n�1P (x)Hn�1(x)e� x22 �+1 axd+n�1e�x22 ;où a est le 
oe�
ient dominant du polyn�me (�1)n�1P , et d son degré. Ainsi, d'après les 
roissan
es
omparées, limx!+1P (x)e� x22 = 0:Il est étonnant que l'énon
é fasse admettre le résultat pour la limite en �1, 
ar les mêmes 
roissan
es
omparées permettent de 
on
lure dire
tement de même en �1 (
'est presque moins long à é
rireque de dire qu'on admet le résultat en �1).(b) Soit n 2 N. On a :hHn; H0i = 1p2� Z +1�1 Hn(x)e� x22 dx = (�1)np2� Z +1�1 g(n)(x) dx:Ainsi, deux 
as se produisent :� Si n > 0, alors (la 
onvergen
e de l'intégrale nous permet d'a�rmer l'existen
e des limites dans lavariation de la primitive) hHn; H0i = (�1)np2� hg(n�1)(x)ilim+1lim�1 = 0;d'après la question III-1(a), appliquée au polyn�me P = 1. Ainsi, pour tout n 2 N� , hHn; H0i = 0.� Si n = 0, alors hH0; H0i = 1p2� Z +1�1 e�x22 dx = 1;d'après le rappel e�e
tué dans le préambule du problème.(
) Soit (n;m) 2 N� � N� . On a, en utilisant la dé�nition de Hn :hHn; Hmi = 1p2� Z +1�1 Hn(x)Hm(x)e� x22 dx = (�1)np2� Z +1�1 Hm(x)g(n)(x) dx:E�e
tuons une intégration par parties sur 
ette intégrale, en posant :8x 2 R; u(x) = Hm(x) et v(x) = g(n�1)(x):7



Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur R, et :8x 2 R; u0(x) = H 0m(x) = mHm�1(x) et v0(x) = g(n)(x):De plus, d'après la question III-1(a), appliquée au polyn�me P = Hm, on alimx!+1u(x)v(x) = 0 = limx!�1u(x)v(x):Par 
onséquent, on peut faire l'intégration par parties dire
tement sur l'intégrale impropre, et :(�1)np2� Z +1�1 Hm(x)g(n)(x) dx = (�1)np2� hu(x)v(x)ilim+1lim�1 � (�1)np2� Z +1�1 u0(x)v(x) dx= (�1)n�1mp2� Z +1�1 Hm�1(x)g(n�1)(x) dx= mp2� Z +1�1 Hm�1(x)Hn�1(x)e� x22 dx = m hHn�1; Hm�1i :Soit m < n deux entiers positifs. Alors, en itérant la relation 
i-dessus, on obtient :hHn; Hmi = m! hHn�m; H0i = 0;puisque n�m > 0, et d'après la question 1(b).Ainsi, les Hn sont deux à deux orthogonaux, don
 forment une famille orthogonale.De plus, de la même façon, hHn; Hni = n! hH0; H0i = n!toujours d'après la question 1(b).2. (a) La famille (H0; : : : ; Hk) est une famille orthogonale de Rk [X ℄, 
onstituée de ve
teurs non nuls, don
libre. Elle est de 
ardinal k + 1 = dimRk [X ℄, don
 il s'agit d'une base de Rk [X ℄.De plus, Hk+1 2 Ve
t(H0; : : : ; Hk)? = Rk [X ℄?, par 
onséquent,8R 2 Rk [X ℄; hHk+1; Ri = 0.(b) Suivons l'indi
ation de l'énon
é. Puisque Hk+1 est de degré k+1, et unitaire, son mon�me dominantest Xk+1. Ainsi, Q est de degré au plus k (les termes de degré k + 1 se 
ompensent). De plus, parhypothèse, P est de degré au plus k. Ainsi, Q� P est un élément de Rk [X ℄.On déduit alors de la question pré
édente quehHk+1; Q� P i = 0:Ainsi, d'après la relation de Pythagore,kHk+1k2 + kQ� Pk2 = kHk+1 +Q� Pk2 = kXk+1 � Pk2:Cette expression est minimale lorsque P (par
ourant Rk [X ℄) est égal à Q. Ainsi, le polyn�me Qminimise la distan
e de Xk+1 à un point de Rk [X ℄, don
 Q est le projeté orthogonal de Xk+1 surRk [X ℄.(
) Par dé�nition du pro
édé d'orthonormalisation de S
hmidt, pour tout k 2 [[0; n+ 1℄℄,Ve
t(G0; : : : ; Gk) = Ve
t(X0; : : : ; Xk) = Rk [X ℄:De plus, pour tout k in [[0; n℄℄, Gk+1 est le normalisé de la di�éren
e entre Xk+1 et le projetéorthogonal de Xk+1 sur Ve
t(G0; : : : ; Gk) = Rk [X ℄. Ainsi, d'après la question pré
édente, pour toutk 2 [[0; n℄℄ Gk+1 = Xk+1 �QkXk+1 �Qk = Hk+1kHk+1k = Hk+1p(k + 1)! :Comme on a aussi G0 = 1 = H0, on en déduit que pour tout k 2 [[0; n+ 1℄℄, Gk = Hkpk!8



Partie IV � Un développement en série de Hermite1. Puisque � Hkpk!�06k6n est une famille orthonormale de Rn [X ℄, on a, pour tout P de Rn [X ℄,P = nXk=0�P; Hkpk!� Hkpk! = nXk=0 hP;Hki Hkk! :2. (a) On a, pour tout � 2 R, ����Hn(x)n! �n���� 6 (K�)n�n2 �!Or, d'après la question I-2, la série de terme général (K�)n�n2 �! 
onverge. Ainsi, d'après le théorème de
omparaison des séries à termes positifs, la série de terme général ����Hn(x)n! �n���� 
onverge, don
 la sériede terme général Hn(x)n! �n 
onverge absolument, don
 
onverge.(b) On a, pour tout � réel : gx(�) = g(�� x):Ainsi, g0x(�) = g0(�� x), et par une ré
urren
e immédiate, pour tout n 2 N,g(n)(x) = g(n)(�� x) = (�1)nHn(�� x)e� (��x)22 :Soit a 2 R. Alors tout d'abord, g est de 
lasse C1 sur [�a; a℄, et d'après l'hypothèse fait en débutde question 2, il existe K tel que pour tout n 2 N, on ait :8y 2 [�a� x; a� x℄; ����Hn(y)n! ���� 6 Kn�n2 �! ; don
: 8� 2 [�a; a℄; ����Hn(�� x)n! ���� 6 Kn�n2 �!Par 
onséquent, puisque e� (��x)22 6 1 pour tout � de [�a; a℄, on en déduit que pour tout n 2 N :8� 2 [�a; a℄; jg(n)(x)j 6 Kn�n2 �! :Attention à bien faire ressortir l'indépendan
e de K vis-à-vis de n.Ainsi, les hypothèses de I-3 sont satisfaites pour gx.On en deduit alors que pour tout a 2 R, et pour tout � 2 [�a; a℄,gx(�) = +1Xn=0 g(n)x (0)n! �n:Ainsi, pour tout � 2 R, e��2+2�x�x22 = +1Xn=0 (�1)nHn(�x)n! e� x22 �n:En remarquant que, puisque Hn est de la parité de n, on a (�1)nHn(�x) = Hn(x) et en simpli�antpar e� x22 non nul, on obtient e�x��22 = +1Xn=0 Hn(x)n! �n:(
) La fon
tion f : x 7! Hn(x)ex� x22 est 
ontinue sur R, don
 l'intégrale a deux impropretés en +1 et�1.De plus, pour tout x 2 R, x2f(x) = ex�x22 +2 ln jxj:9



Or, x = o(x2) et ln jxj = o(x2) au voisinage de +1 et de �1, d'après les 
roissan
es 
omparées.Ainsi, limx!+1x2f(x) = 0 = limx!�1x2f(x):Don
, au voisinage de +1 et de �1, on a : jf(x)j = o � 1x2 �. Ainsi, par 
omparaison à une inté-grale de Riemann 
onvegente, en utilisant le théorème de 
omparaison des fon
tions positives parnégligeabilité, l'intégrale de l'énon
é 
onverge absolument, don
 
onverge.D'après la dé�nition de Hn, on a :hexp; Hni = 1p2� Z +1�1 Hn(x)exe� x22 dx = (�1)np2� Z +1�1 g(n)(x)ex dx:Ainsi, on fait une intégration par parties, en posant :8x 2 R; u(x) = g(n�1)(x) et v(x) = ex:Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 et :8x 2 R; u0(x) = g(n)(x) et v0(x) = ex:De plus, pour tout x 2 R,ju(x)v(x)j = jg(n�1)(x)exj = jHn�1(x)e� x22 exj �+1 jxjn�1e� x22 +x �+1 e�x22 +x+(n�1) ln jxj:Comme ln jxj = o(x2) et x = o(x2), aussi bien en +1 qu'en �1 on alimx!�1u(x)v(x) = limx!+1u(x)v(x) = 0:Ainsi, on peut faire l'intégration par parties dire
tement sur l'intégrale impropre, et on obtient :hexp; Hni = � (�1)np2� Z +1�1 exg(n�1)(x) dx = 1p2� Z +1�1 exHn�1(x)e� x22 dx = hexp; Hn�1iPar 
onséquent, par itération de 
ette relation, on obtient, pour tout n 2 N :hexp; Hni = hexp; H0i = 1p2� Z +1�1 ex�x22 dx = 1p2� Z +1�1 e� (x�1)22 e 12 dx:E�e
tuons un 
hangement de variables y = x� 1 = '(x). La fon
tion ' est une bije
tion 
roissantede 
lasse C1 de R dans R, et dx = dy ; ainsi :hexp; Hni = pep2� Z +1�1 e� y22 dy = pe:En évaluant l'égalité du 2(b) en � = 1, on obtient, pour tout x 2 R :expe = +1Xn=0 Hn(x)n! soit: ex = +1Xn=0peHn(x)n! = +1Xn=0 hexp; Hni Hn(x)n! ;d'après le 
al
ul pré
édent.
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