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i
e 1 � (EDHEC 2005)1. (a) La tra
e est une appli
ation linéaire de Mn(R) dans R (don
 une forme linéaire). Ainsi, Im(tr) estun sous-espa
e ve
toriel de R, don
 est de dimension 0 ou 1. La tra
e étant une appli
ation nonnulle (par exemple tr In = n 6= 0, on en déduit que Im tr 6= f0g, don
 dim Im tr = 1. Ainsi, on a unein
lusion Im tr � R, ave
 égalité des dimensions (�nies), don
 Im tr = R.(b) D'après la formule du rang, l'espa
e de départ étant de dimension �nie, on a :dimMn(R) = dim Im tr+dimKer tr; don
: dimKer tr = n2 � 1:(
) Soit M 2 Ker tr\Ve
t(I). Il existe � 2 R tel que M = �I . AlorstrM = � tr I = �n:De plus, M 2 Ker tr, don
 �n = 0, don
 � = 0 (
ar par hypothèse n > 2) Ainsi, M = 0. On adon
 Ker tr\Ve
t(I) � f0g, et 
omme l'in
lusion ré
iproque est immédiate, puisque 
e sont dessous-espa
es ve
toriels, on en déduit l'égalité :Ker tr\Ve
t(I) = f0gAinsi, Ker tr+Ve
t(I) = Ker tr�Ve
t(I). On a alorsdim(Ker tr�Ve
t(I)) = dimKer tr+dimVe
t(I) = n2 � 1 + 1 = n2:On a don
 une in
lusion Ker tr�Ve
t(I) �Mn(R), ave
 égalité des dimensions. Ainsi, on a l'égalitéKer tr�Ve
t(I) =Mn(R):2. Soit f l'appli
ation qui, à toute matri
e M de Mn(R) asso
ief(M) =M + tr(M)I:(a) Tout d'abord, f est bien une appli
ation de Mn(R) dans lui-même. Montrons que 
ette appli
ationest linéaire.Soit � 2 R, et M et N deux éléments de Mn(R). On a :f(�M +N) = (�M +N) + tr(�M +N)I = �M +N + (� trM + trN)I;par linéarité de la tra
e (inutile de justi�er 
ette linéarité, elle est impli
itement admise dans l'énon
é,lors de la dé�nition de la tra
e) Ainsi,f(�M +N) = �(M + tr(M)I) +N + tr(N)I = �f(M) + f(N):Ainsi, f est bien une appli
ation linéaire de Mn(R) dans lui-même, don
 un endormorphisme deMn(R).(b) Soit � une valeur propre de f , et M 6= 0. AlorsM est dans E� si et seulement si M +tr(M)I = �M ,don
 (1� �)M = (trM)I .Une telle égalité est possible :� soit si M et I sont 
olinéaires, don
 M 2 Ve
t(I). Or, pour tout l 2 R, f(�I) = (n+ 1)�I , don
dans 
e 
as, � = n+ 1, et Ve
t(I) � En+1 ;� soit 1 � � = 0 et tr(M) = 0, don
 � = 1 et M 2 Ker tr. On véri�e fa
ilement que pour toutM 2 Ker tr, on a e�e
tivement f(M) = M , don
, 
omme Ker tr 6= f0g, 1 est valeur propre de f ,et Ker tr � E1. 1



Ainsi, Sp(f) = f1; n+1g, et dim(E1) > n2�1 et dim(E2) > 1. Comme la somme des dimensions dessous-espa
es propres ne peut pas ex
éder la dimension totale n2 (
ar les sous-espa
es propres sonten somme dire
te), on en déduit que dim(E1) = n2 � 1 et dimE2 = 1. La somme de 
es dimensionsétant égale à la dimension totale n2, f est diagonalisable.Comme 0 n'est pas valeur propre de f , on en déduit que f est un automorphisme.3. Soit g l'appli
ation qui, à toute matri
e M de Mn(R) asso
ieg(M) = M + tr(M)Joù J désigne une matri
e non nulle de Mn(R), dont la tra
e est nulle.On admet que g est un endomorphisme de Mn(R).(a) Soit M 2 Mn(R). On ag Æ g(M)� 2g(M) +M = g(M + tr(M)J)� 2M � 2 tr(M)J +M= g(M) + tr(M)g(J)�M � 2 tr(M)J=M + tr(M)J + tr(M)(J + tr(J)J) �M � 2 tr(M)J = 0;
ar tr(J) = 0.Ainsi, g2 � 2g + id est l'endomorphisme nul, don
 X2 � 2X + 1 est un polyn�me annulateur de g.(b) Puisque X2 � 2X + 1 est un polyn�me annulateur de g, on a Sp(g) � ra
(X2 � 2X + 1) = f1g.De plus, le 
al
ul pré
édent montre que g(J) = J , don
 1 2 Sp(g). Ainsi, Sp(g) = f1g. Don
 1 est laseule valeur propre de g.Attention, 
et énon
é a�rme l'uni
ité mais aussi l'existen
e d'une valeur propre ! N'oubliez pas demontrer que 1 est e�e
tivement valeur propre de g.(
) L'endomophisme g ne possède qu'un valeur propre, égale à 1. Si g était diagonalisable, il serait don
égal à l'homothétie de rapport 1, don
 à l'identité. Org(I) = I + tr(I)J = I + nJ 6= I;
ar J 6= 0. Don
 g n'est pas l'identité. Don
 g n'est pas diagonalisable.Exer
i
e 2 � (d'après EDHEC 2004)1. Pour tout x 2 R, la fon
tion hx : t 7! 11+t+tx+1 est 
ontinue sur [1;+1[. Don
 l'intégrale n'a qu'uneimpropreté, en +1.De plus, au voisinage de +1 on a l'équivalent suivant pour hx :� Si x > 0, alors hx(t) �+1 1tx+1 , et 
omme x+1 > 1, l'intégrale de Riemann Z +11 dttx+1 est 
onvergente.Les deux fon
tions étant positives sur [1;+1[, on en déduit, d'après le théorème de 
omparaison desintégrales de fon
tions positives par équivalen
es, que l'intégrale dé�nissant f(x) est 
onvergente.� Si x < 0, alors hx(t) �+1 1t . Or l'intégrale de Riemann Z +11 dtt est divergente. On 
on
lut de même,par 
omparaison, que l'intégrale dé�nissant f(x) est divergente.� Si x = 0, alors hx(t) �+1 2t . On 
on
lut de même que l'intégrale dé�nissant f(x) est divergente.Ainsi, f(x) est dé�nie si et seulement si x 2 R�+ , don
 Df = R�+ .2. Soit 0 < x 6 y. On a alors, pour tout t 2 [1;+1[,tx+1 6 ty+1;par 
roissan
e de la fon
tion puissan
e d'un nombre supérieur à 1 (
roissan
e de x 7! ex ln t, du fait queln t > 0)Ainsi, pour tout t 2 [1;+1[,0 < 1 + t+ tx+1 6 1 + t+ ty+1 don
: 11 + t+ tx+1 > 11 + t+ ty+1 :Par la propriété de 
roissan
e de l'intégrale on en déduit que f(x) > f(y).Ainsi, f est dé
roissante sur R�+ . 2



3. C'est un 
al
ul 
lassique, 
onsistant à faire une mise sous forme 
anonique :8t 2 [1;+1[; 1 + t+ t2 = �t+ 12�2 + 34 = 34  1 +� 1p3 + 2tp3�2! :Ainsi, en posant le 
hangement de variables u = 1p3 + 2tp3 = '(t), où ' est de 
lasse C1 sur [1;+1[,
roissante, et bije
tive de [1;+1[ sur [p3;+1[, on en déduit que :f(1) = Z +11 dt1 + t+ t2 = 43 �p32 Z +1p3 du1 + u2 = 2p3 � limu!+1Ar
tanu�Ar
tanp3� = 2p3 ��2 � �3� = �3p3 :4. (a) Soit x > 0. Alors t 7! 1t(1+tx) est 
ontinue sur [0;+1[, don
 l'intégrale possède une seule impropretéen +1. De plus, puisque x > 0, 1 = o(tx), d'où1t(1 + tx) �+1 1tx+1 ;et 
omme dans la question 1, on en déduit que g(x) est bien dé�nie.(b) Soit x 2 R�+ . Alors, 8t 2 [1;+1[; 1t � tx�11 + tx = 1 + tx � txt(1 + tx) = 1t(1 + tx) :Ainsi, g(x) = Z +11 1t � tx�11 + tx dt:Attention, on ne peut pas séparer 
ette intégrale en deux dire
tement sur les intégrales impropres,
ar les deux intégrales obtenues divergent. On restreint don
 l'intervalle d'intégration. Soit A > 1.Z A1 1t � tx�11 + tx dt = h ln tiA1 � 1xh ln(1+tx)i+11 = ln(A)� ln(1 +Ax)x + ln 2x = 1x �ln Ax1 +Ax�+ ln 2x :Ainsi, le premier terme étant de limite nulle lorsque A tend vers +1, on en déduit que8x 2 R�+ ; g(x) = ln 2x :(
) La fon
tion qu'on intègre pour dé�nir f étant positive sur l'intervalle d'intégration, on a, par lapropriété de positivité de l'intégrale, que pour tout x 2 R�+ , f(x) > 0.De plus, pour tout t 2 [1;+1[,1 + t+ tx+1 > t+ tx+1 = t(1 + tx) don
: 11 + t+ tx+1 6 1t(1 + tx) :Par la propriété de 
roissan
e de l'intégrale, on en déduit don
 que f(x) 6 g(x) = ln 2x :D'après le théorème d'existen
e de limites par en
adrement, puisque limx!+1 ln 2x = 0, on en déduitque f admet une limite en +1, et que limx!+1 f(x) = 0:5. (a) D'après la question pré
édente, pour tout x dans R�+ , on a 0 6 ln 2x � f(x). De plus, soit x 2 R�+ ; ona :8t 2 [1;+1[; 1t(1 + tx)� 11 + t+ tx+1 = 1 + t+ tx+1 � t� tx+1(1 + t+ tx+1)(t+ tx+1) = 1(1 + t+ tx+1)(t+ tx+1) 6 1t2x+2 :Ainsi, par 
roissan
e de l'intégrale, les intégrales étant 
onvergentes,Z +11 � 1t(1 + tx) � 11 + t+ tx+1� dt 6 Z +11 1t2x+2 dt = 12x+ 1 :On en déduit que ln 2x � f(x) = g(x)� f(x) 6 12x+ 1 :3



(b) Ainsi, puisque 12x+1 tend vers 1 lorsque x tend vers 0+, on en déduit que ln 2x � f(x) reste borné auvoisinage de 0+. Comme limx!0+ ln 2x = +1, on en déduit que, au voisinage de +1 :ln 2x � f(x) = o� ln 2x � soit: f(x) = ln 2x + o� ln 2x �Ainsi, f(x) �0+ ln 2x , et par 
onséquent,limx!0+ f(x) = limx!0+ ln 2x = +1:6. Je vous laisse faire.7. (a) Soit t > 1. La fon
tion x 7! tx+1 = e(x+1) ln t est de 
lasse C+1 sur R�+ , don
 de 
lasse C2. Ainsi,par les propriétés de sommes et quotients de fon
tions de 
lasse C2, le dénominateur ne s'annulantpas, la fon
tion gt est de 
lasse C2 sur R�+ . On a :8x 2 R�+ ; g0t(x) = � (ln t)e(x+1) ln t(1 + t+ e(x+1) ln t)2puis g00t (x) = � (ln t)2e(x+1) ln t(1 + t+ tx+1)2 � 2(ln t)2e2(x+1) ln t(1 + t+ tx+1)(1 + t+ tx+1)4= (ln t)2(tx+1(1 + t+ tx+1)� 2t2x+2)(1 + t+ tx+1)3 = � (ln t)2tx+1(1 + t� tx+1)(1 + t+ tx+1)3 :(b) Or, pour tout t > 1, et tout y > 0, 0 6 ty+1 6 1 + t+ ty+1 et 0 6 j1 + t� ty+1j 6 j1 + tj+ jty+1j =1 + t+ ty+1, don
 jty+1(1 + t� ty+1)j 6 (1 + t+ ty+1)2:On en déduit que pour tout t > 1 (
'est aussi vrai pour t > 0, 
omme le demande l'énon
é, mais onne voit pas bien la raison de 
onsidérer des valeurs de t inférieures à 1), et tout y dans R�+ ,jg00t (y)j = (ln t)2ty+1j1 + t� ty+1j(1 + t+ ty+1)3 6 (ln t)21 + t+ ty+1 :Si de plus, y 2℄x � jhj; x + jhj[, on en déduit que y > x � jhj > x2 (vu la 
ontrainte sur h), don
,pour tout valeur de t supérieure à 1 (et là, il y a une erreur dans l'énon
é, 
e n'est plus valable pourt 6 1), on a ty+1 > t x2+1;et don
 jg00t (y)j 6 (ln t)21 + t+ t x2+1(
) D'après l'inégalité de Taylor Lagrange à l'ordre 1 pour la fon
tion gt de 
lasse C2, entre x et x+ h,l'expression pré
édente étant un majorant (indépendant de y, mais pouvant dépendre de x et h) deg00t entre x et x+ h, on en déduit quejgt(x+ h)� gt(x) � hg0t(x)j 6 h2 ln2 t2(1 + t+ t x2+1) ;d'où, en divisant par jhj 6= 0 (hypothèse à rajouter),����gt(x + h)� gt(x)h � g0t(x)���� 6 jhj ln2 t2(1 + t+ t x2+1) :
4



(d) Soit x > 0. La fon
tion t 7! (ln t)21+t+t x2 +1 est 
ontinue sur [1;+1[. Don
 l'intégrale admet une uniqueimpropreté en +1. De plus, (ln t)21 + t+ tx �+1 (ln t)2t x2+1 :Or, x2 + 1 > 1. Il existe don
 � tel que 1 < � < x2 + 1. Alors pour tout t > 1,t� (ln t)2t x2+1 = (ln t)2t x2+1�� ;et 
omme x2 + 1 � � > 0, d'après les 
roissan
es 
omparées, 
ette expression est de limite nulle en+1. Ainsi, au voisinage de +1, (ln t)2t x2+1 = o� 1t�� ;et d'après l'équivalent 
i-dessus, on obtient alors :(ln t)21 + t+ tx = o� 1t�� :Les fon
tions étant positives, et l'intégrale de Riemann Z +11 dtt� étant 
onvergente, puisque � > 1,on en déduit, par le 
ritère de 
omparaison par négligeabilité, que l'intégrale Z +11 (ln t)21 + t+ tx dt est
onvergente.On a alors, d'après l'inégalité triangulaire et la majoration de la question 
,����f(x+ h)� f(x)h � Z +11 g0t(x) dt���� = ����Z +11 �gt(x + h)� gt(x)h � g0t(x)� dt����6 Z +11 ����gt(x+ h)� gt(x)h � g0t(x)���� dt6 jhj2 Z +11 (ln t)21 + t+ tx dt:Cette dernière intégrale est 
onvergente, et ne dépend pas de h. Don
 la limite de 
e majorant lorsqueh tend vers 0 est égale à 0 (à x �xé). Ainsi, le taux d'a

roissement en x de f admet une limitelorsque x tend vers 0, d'où la dérivabilité de f en x, etf 0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)h = Z +11 g0t(x) dt:Ce
i est vrai pour tout x de R�+ .Exer
i
e 3 � (EDHEC 2002)1. (a) La fon
tion t 7! 1 � ln t est 
ontinue sur ℄0; 1℄. ON a don
 une seule impropreté en 0. On e�e
tueune intégration par parties, en posant les fon
tions u et v dé�nies par :8t 2℄0; 1℄; u(t) = 1� ln t et v(t) = t:Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur [a; 1℄, et8t 2℄0; 1℄; u0(t) = �1t et v0(t) = 1:D'après les théorèmes de 
roissan
es 
omparées, uv admet une limite nulle en 0, don
 les intégralesZ 10 u(t)v0(t) dt = Z 10 (1� ln t) dt et Z 10 u0(t)v(t) dt = Z 10 1 dt sont de même nature. Cette deuxièmeintégrale est faussement impropre don
 
onvergente. Ainsi, l'intégrale de l'énon
é est 
onvergenteaussi, et puisque uv admet une limite en 0, on peut faire l'intégration par parties dire
tement surl'intégrale impropre, et on obtient : 5



Z 10 (1 + ln t) dt = h(1� ln t)ti1lim0 + Z 10 1 dt = 1 + 1 = 2:Pour justi�er la 
onvergen
e, on aurait aussi pu 
onstater que d'après les théorèmes de 
roissan
e
omparée, 1� ln t = o�t� 12� au voisinage de 0.(b) Soit x > 0. La fon
tion t 7! 1+ln t2+t2 est 
ontinue sur ℄0; x℄, don
 l'intégrale admet une unique impropretéen 0. De plus, au voisinage de 0, on a : 1 + ln t2 + t2 �0+ 12(1 + ln t)et les deux fon
tions étant négatives au voisinage de 0+ (don
 de signe 
onstant), la 
onvergen
e del'intégrale de la question 1(a) amène la 
onvergen
e de l'intégrale de la question 1(b), par 
ritère de
omparaisons par équivalents.2. (a) F (x) est le reste en 0 d'une intégrale 
onvergente, don
 sa limite lorsque x tend vers 0, x 6= 0 est0 = F (0). Don
 F est 
ontinue en 0.(b) On ne peut pas dire dire
tement que F est la primitive en 0 de t 7! 1�ln t2+t2 , 
ar l'intégrale est impropreen 0, et le théorème nous permettant d'a�rmer 
ela est donné ave
 des intégrales dé�nies. Soit don
G une primitive quel
onque de x 7! 1�lnx2+x2 sur R�+ (qui existe, 
ar 
ette fon
tion est 
ontinue sur 
etintervalle). Alors, la 
onvergen
e en 0 de l'intégrale nous assure l'existen
e d'une limite �nie en 0+pour G, et 8x 2 R�+ ; F (x) = G(x) � limy!0+G(y):Ainsi, F et G di�èrent d'une 
onstante. Don
 F est une primitive de la fon
tion 
ontinue sur R�+dé�nie par x 7! 1�lnx2+x2 . Ainsi, F est de 
lasse C1 sur R�+ , et8x 2 R�+ ; F 0(x) = 1� lnx2 + x2 :On obtient don
 le tableau de variations suivant :xF 0(x)F (x) �1 e +1+ 0 �0 F (e) limx!+1 F (x)3. (a) On a F (1) = Z 10 1� ln t2 + t2 dt 6 12 Z 10 (1� ln t) dt = 1;d'après la question 1, l'inégalité étant justi�ée par le fait que sur 
et intervalle, t 7! 1 � ln t estpositive.Ainsi, F (1) 6 1. Don
, F étant 
oissante sur [0; 1℄, ave
 F (0) = 0 et F (1) 6 1, on en déduit queF ([0; 1℄) � [0; 1℄, Ainsi, [0; 1℄ est un intervalle stable par F , don
, puisque u0 2 [0; 1℄, pour toutn 2 N, on aura un 2 [0; 1℄.(b) En parti
ulier, u1 2 [0; 1℄, don
 u1 6 u0.Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): un+1 6 un.D'après 
e qui pré
ède, P(0) est vrai. Soit n 2 N tel que P(n) soit vrai. Comme 0 6 un+1 6 un 6 1,et 
omme F est 
roissante sur [0; 1℄, on obtient :F (un+1) 6 F (un) don
: un+2 6 un+1:Par 
onséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraîne P(n+ 1). D'après le prin
ipede ré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans N.Ainsi, la suite (un)n2N est dé
roissante 6



(
) Comme elle est aussi minorée par 0, elle est 
onvergente.4. Pour tout x de [0; 1℄, on pose g(x) = F (x) � x.(a) Pour tout x 2℄0; 1℄, on a g0(x) = 1� lnx2 + x2 � 1 = � lnx� 1� x22 + x2 :Ainsi, limx!0+ g0(x) = +1 et g(1) = �23 :De plus, g0 est dérivable et8x 2℄0; 1℄; g00(x) = � 1x (2 + x2)� 2x(1� lnx)2 + x2 = �2 + x2 � 2x2(1� lnx)x(2 + x2) = �2� x2 + 2x2 lnxx(2 + x2) < 0:Ainsi, g0 est stri
tement dé
roissante sur ℄0; 1℄. Don
, g0 étant 
ontinue, d'après le théorème de labije
tion, elle réalise une bije
tion de ℄0; 1℄ dans [� 23 ;+1[. Comme 0 est dans l'intervalle image, 0admet un unique anté
édent � dans ℄0; 1℄ par g0.On obtient don
 les variations de g sur ℄0; 1℄ :xf 0(x)f(x) 0 � 1+ 0 �0 g(�) g(1)(b) On a g(1) = F (1)�1 6 0 d'après la stabilité de l'intervalle [0; 1℄, et g(�) > 0, puisque g est stri
tement
roissante sur [0; �℄, et g(0) = 0. Ainsi, g étant 
ontinue sur [�; 1℄, stri
tement dé
roissante, lethéorème de la bije
tion nous donne 
omme pré
édemment l'existen
e d'un unique � 2℄�; 1℄ tel queg(�) = 0.5. (a) On a don
 F (�) = �.Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): un > �.On a u0 = 1 > �, d'où P(0).Soit n 2 N tel que P(n). Alors 1 > un > � > 0, et F étant 
roissante sur [0; 1℄, on en déduit queF (un) > F (�), don
 un+1 > �. D'où P(n+ 1).Par 
onséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraîne P(n+ 1). D'après le prin
ipede ré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans N.(b) La fon
tion F étant 
ontinue sur [0; 1℄ fermé borné, et (un) étant dé�nie par ré
urren
e asso
iée àF , et à valeurs dans [0; 1℄, et 
onvergente, on en déduit que (un) tend vers un point �xe de F sur[0; 1℄. De plus, (un) est à valeurs dans [�; 1℄ d'après 
e qui pré
ède, don
 dans [�; 1℄. Don
 (un) tendvers un point �xe de F dans [�; 1℄. Or, d'après 4(b), � est le seul point �xe de F dans [�; 1℄. Don
limn!+1un = �:Problème 1 �Partie I � Étude de quelques variables aléatoires liées à 
ette épreuve1. (a) Mise en garde : Attention, les lan
ers sont mutuellement indépendants une fois le jeton 
hoisi,mais pas dans l'absolu, avant 
hoix du jeton. En e�et, intuitivement, la 
onnaissan
e des résultatspré
édents in�ue beau
oup sur la probabilité des lan
ers suivants. Par exemple, si on a obtenubeau
oup de 1 su

essifs, la probabilité qu'on ait tiré ave
 le jeton 2 est forte, don
 il est trèsfortement probable qu'on tire en
ore un 1, alors que si on a tiré au moins un zéro avant, on saitqu'on a tiré ave
 je jeton 1, et don
 que la probabilité d'obtenir un 1 n'est que de 12 . Cette dépendan
evis-à-vis des résultats antérieurs montre bien que les tirages ne sont pas indépendants.7



En revan
he, une fois le jeton 
hoisi, les tirages sont 
lairement indépendants (on est dans le s
héma
lassique d'une su

ession de tirages à Pile ou Fa
e ave
 une piè
e donnée).Remarquez que l'indépendan
e (mutuelle) d'événements est une notion reliée à une probabilité,
'est-à-dire dé�nie sur un espa
e probabilisé (et non seulement probabilisable). En e�et, la dé�nitionde l'indépendan
e (P (A \ B) = P (A)P (B)) fait intervenir la mesure de probabilité. La remarquepré
édente signi�e que les événements Uk sont mutuellement indépendants pour les mesures deprobabilité 
onditionnelle PE et PE , mais ne sont pas mutuellement indépendants pour la mesurede probabilité totale P .Soit An l'événement 
onsistant à n'obtenir que des fa
es portant le numéro 1 lors des n premierslan
ers. Ainsi, An = U1 \ � � � \ Un.Pour exploiter l'indépendan
e des tirages, il faut don
 se pla
er au niveau des probabilités 
ondition-nelles. Ainsi, on utilise la formule des probabilités totales sur le système 
omplet (E;E), 
es deuxévénements étant de probabilité non nulle :P (An) = P (E)PE  n\k=1Uk!+ P (E)PE  n\k=1Uk!Les lan
ers étant mutuellement indépendants après 
hoix du jeton, on obtient :P (An) = P (E) nYk=1PE(Uk) + P (E) nYk=1PE(Uk):Or, on a P (E) = P (E) = 12 , et pour tout k 2 [[1; n℄℄, PE(Uk) = 12 et PE(Uk) = 1. Don
 :P (An) = 12n+1 + 12 :(b) On a : PAn(E) = P (E \ An)P (An) = P (E)PE(An)P (An) = 12 � � 12�n12n+1 + 12 = 11 + 2n ;les di�érents tirages étant indépendants après 
hoix du jeton.La limite de 
ette probabilité est 0 lorsque n tend vers +1. Si on n'obtient pendant longtemps quedes 1, 
'est que selon toute probabilité, on a tiré ave
 le jeton n'ayant que des fa
es 1 : si on tire ave
le jeton 1, la probabilité de n'avoir que des 1 dans une su

ession in�nie est nulle.2. (a) Soit n 2 N� , On dis
ute suivant l'événement E. La loi de la variable X 
onditionnée à E est la loidu temps d'attente d'une fa
e donnée, don
 d'un su

ès dans une suite d'expérien
es de Bernoulliindépendantes, de paramètre 12 . Ainsi, il s'agit de la loi géométrique de paramètre 12 :P (X = n j E) = 12 � �12�n�1 = �12�n :De plus, si E est réalisé, on ne tire jamais la fa
e 0, don
 :P (X = n j E) = 0:Ainsi, d'après la formule des probabilités totales appliquée ave
 le système 
omplet (E;E), on ob-tient : P (X = n) = P (E)P (X = n j E) + P (E)P (X = n j E) = 12 � �12�n = �12�n+1 :(b) L'événement [X = 0℄ est réalisé si et seulement si au
un des événements [X = n℄, n 2 N� , n'estréalisé. Ainsi : [X = 0℄ = +1\n=1 [X = n℄ = +1[n=1[X = n℄:8



Par 
onséquent, les événements [X = n℄, n 2 N étant deux à deux in
ompatibles et en nombredénombrable, on obtient, par 
omplémentation et �-additivité :P (X = 0) = 1�P  +1[n=1[X = n℄! = 1�+1Xn=1P (X = n) = 1�+1Xn=1�12�n+1 = 1�14 +1Xn=0�12�n = 1�24 = 12 :Ce résultat était prévisible : il 
orrespond à la probabilité de tirer le jeton 2 : dans 
e 
as, l'événement[X = 0℄ est réalisé de manière 
ertaine, alors qu'en 
as 
ontraire, il est presque-impossible.Une autre façon de faire 
e 
al
ul est de 
onstater que [X = 0℄ = +1\n=1An. Il s'agit d'une interse
tiond'une suite dé
roissante d'événements, don
, d'après le théorème de la limite monotone,P (X = 0) = limn!+1P (An) = 12 :(
) N'oubliez pas de justi�er l'absolue 
onvergen
e pour l'existen
e de l'espéran
e ! ! !La série dé�nissant l'espéran
e est de terme général n �12�n+1, pour n > 1 (le terme initial ne modi�epas les propriétés de 
onvergen
e) don
 de terme général 14 �n � 12�n�1. Il s'agit du terme général d'unesérie du bin�me négatif, de raison 12 2℄ � 1; 1[, don
 absolument 
onvergente. Ainsi, l'espéran
eexiste, et : E(X) = 0P (X = 0) + 14 +1Xn=1n�12�n�1 = 14 � 1�1� 12�2 = 1:C'est logique : si on tirait ave
 la piè
e 1, on aurait en moyenne besoin de 2 
oups (espéran
e d'uneloi géométrique), mais 
omme on a une 
han
e sur deux de tirer ave
 la piè
e 2, et don
 d'obtenirX = 0, l'espéran
e est divisée par 2.Le résultat peut d'ailleurs se retrouver de 
ette manière presque snas 
al
ul, en utilisant la formulede l'espéran
e totale : E(X j E) = 2 d'après l'expression de l'espéran
e d'une loi géométrique,et E(X j E) = 0, 
ar on ne tire dans 
e 
as que des 1. De plus, l'existen
e de 
es espéran
es
onditionnelles de X équivaut à l'existen
e des espéran
es 
onditionnelles de jX j, par dé�nition, et
omme le système 
omplet (E = E1; E = E2) est �ni, on a bien entendu 
onvergen
e de la somme2Xk=1P (Ek)E(jX j j Ek). Ainsi, on obtient l'existen
e de E(X) par le théorème de l'espéran
e totale,et E(X) = P (E)E(X j E) + P (E)E(X j E) = 12 � 2 + 12 � 0 = 1:Vous remarquerez que dans un 
as où les 
al
uls sont si simples à faire, on ne gagne pas grand 
hoseà l'utilisation de la formule de l'espéran
e totale : on gagne en nombre de 
al
uls, mais on perd entemps de justi�
ation, les justi�
ations à donner pour l'utilisation de 
ette formule étant un peudéli
ates. Il est bon de savoir appliquer 
ette méthode, mais elle est peut-être à réserver à des 
asoù les 
al
uls sont un peu plus 
ompliqués.(d) La série dé�nissant E(X(X � 1)) est de terme général n(n � 1) � 12�n+1, d'après le théorème detransfert. Ainsi, à un 
oe�
ient 18 près, on se retrouve de nouveau ave
 une série du bin�me négatif,don
 absolument 
onvergente. Ainsi, E(X(X � 1)) existe, etE(X(X�1)) = 0�(�1)P (X = 0)++1Xn=1n(n�1)�12�n+1 = 18 +1Xn=2n(n�1)�12�n�2 = 18 � 2!�1� 12�3 = 2:Ainsi, X admet une varian
e, et, d'après la formule de König-Huyghens,V (X) = E(X2)�E(X)2 = E(X(X � 1)) +E(X)�E(X)2 = 2 + 1� 12 = 2:3. (a) On fait de même que pour X , en utilisant la formule des probabilités totales, et en remarquant que :� si E est réalisé, il s'agit à nouveau du temps d'attente d'un premier su

ès, don
 d'une loi géomé-trique ;� sinon, l'événement [Y = 1℄ est réalisé de manière 
ertaine.9



Ainsi, d'après la formule des probabilités totales ave
 le système 
omplet (EE), pour tout n > 1 :P (Y = n) = P (E)P (Y = n j E) + P (E)P (Y = n j E):Ainsi,� si n = 1, P (Y = 1) = �12�n+1 + 12 ;� si n > 2, P (Y = n) = �12�n+1.(b) Comme pour X , on a :P (Y = 0) = 1� +1Xn=1P (X = n) = 1� 12 � +1Xn=1�12�n+1 = 1� 12 � 14 � 11� 12 = 0:(
) À partir du rang n = 2, le terme général de la série déterminant E(Y ) est n � 12�n+1, 
omme pourX . Ainsi, à nouveau, il s'agit d'une série du bin�me négatif, don
 absolument 
onvergente. Ainsi, Yadmet une espéran
e, etE(Y ) = 12 + +1Xn=1n�12�n+1 = 12 + 14 � 1�1� 12�2 = 32 :En
ore une fois 
'est logique : dans un 
as l'espéran
e est 2, dans l'autre elle est 1. Comme les deux
as sont équiprobables, l'espéran
e �nale est la moyenne des 2 don
 32 . En
ore une fois, on auraitpu faire les 
al
uls ave
 la formule de l'espéran
e totale : 
omme pré
édemment E(Y j E) = 2, etE(Y j E) = 1, 
ar on tire for
ément le premier 1 au premier tirage dans 
e 
as. Ainsi, les 
onditionsde 
onvergen
e étant assurées 
omme pré
édemment par le fait que le système 
omplet est �ni, onobtient l'existen
e de E(Y ), etE(Y ) = P (E)E(Y j E) + P (E)E(Y j E) = 12(2 + 1) = 32 :(d) Le terme général, à partir du rang 2, de la série 
al
ulant E(Y (Y � 1)) d'après le théorème detransfert est le même que 
elui pour E(X(X � 1)), 
e qui nous assure de la 
onvergen
e absolue de
ette série, don
 de l'existen
e de E(Y (Y � 1)). De plus :E(Y (Y � 1)) = 1(1� 0)12 + +1Xn=1n(n� 1)�12�n+1 = 18 +1Xn=2n(n� 1)�12�n�2 = 18 � 2!�1� 12�3 = 2:On obtient alors, d'après la formule de König Huyghens, l'existen
e de V (Y ), et :V (Y ) = E(Y (Y � 1)) +E(Y )�E(Y )2 = 2 + 32 � 94 = 54 :4. (a) Si X et Y sont tous les deux non nuls, S 
orrespond au premier tirage tel que le 1 et le 0 soientapparus. Comme ils ne peuvent pas apparaître en même temps S prend des valeurs supérieures ouégales à 2.Si X = 0, alors on n'a tiré que des 1, don
 Y vaut 1. Ainsi, S prend la valeur 1.De même si Y = 0.Ainsi, S(
) = N� .(b) D'après 
e qui pré
ède, l'événement [S = 1℄ est réalisé si et seulement si [X = 0℄ est réalisé ou [Y = 0℄est réalisé. Ainsi : [S = 1℄ = [X = 0℄ [ [Y = 0℄:Par ailleurs, 
es deux événements sont in
ompatibles, 
ar on ne peut pas à la fois ne jamais tirer 0et ne jamais tirer 1, puisque 
e sont les deux seules possibilités ! Ainsi, par additivité,P (S = 1) = P (X = 0) + P (Y = 0) = P (X = 0) = 12 :(
) Soit n > 2. 10



� Si [X = n℄ est réalisé, alors tous les tirages pré
édents ont amené un 1, en parti
ulier le premier.Don
 [Y = 1℄ est réalisé, et en parti
ulier [Y < n℄ est réalisé. Ainsi, [X = n℄ � [Y < n℄ ; laré
iproque n'a au
une raison d'être vraie.� De même, on obtient [Y = n℄ � [X < n℄.� Si [S = n℄ est réalisé, alors le maximum de X et Y est n, don
 soit X soit Y a pris la valeur n.Ainsi, [X = n℄ [ [Y = n℄ est réalisé. Par 
onséquent, [S = n℄ � [X = n℄ [ [Y = n℄.� Si [X = n℄ [ [Y = n℄ est réalisé, supposons que 
e soit [X = n℄ qui est réalisé. Alors d'après 
equi pré
ède, [Y < n℄ est réalisé, don
 n est le maximum des deux valeurs prises par X et Y . Don
[S = n℄ est réalisé. De même bien entendu si [Y = n℄ est réalisé. Ainsi, [X = n℄[[Y = n℄ � [S = n℄.� Les deux in
lusions amènent l'égalité [S = n℄ = [X = n℄ [ [Y = n℄.(d) Les événements [X = n℄ et [Y = n℄ sont in
ompatibles (
ar 
ela né
essiterait qu'on tire à la fois 0 et1 au n-ième tirage). Don
 pour tout n > 2,P (S = n) = P (X = n) + P (Y = n) = �12�n+1 +�12�n+1 = �12�n :Comme P (S = 1) = 12 , on re
onnaît l'expression d'une loi géométrique de paramètre 12 . Ainsi,E(S) = 2 et V (S) = 12( 12 )2 = 2.5. (a) � Si X ou Y prend la valeur 0, alors I aussi.� Sinon, X et Y prennent toutes deux des valeurs stri
tement positives. L'un des deux au moinsprend la valeur 1, 
ar on tire for
ément soit un 1 soit un 2 lors du premier tirage. Ainsi, I prendné
essairement la valeur 1.Ainsi, I(
) = f0; 1g, don
 I est une variable de Bernoulli.(b) D'après 
e qui pré
ède, l'événement [I = 0℄ est réalisé si et seulement si [X = 0℄ est réalisé ou [Y = 0℄est réalisé. Ainsi, [I = 0℄ = [X = 0℄ [ [Y = 0℄ = [S = 1℄Ainsi, P (I = 0) = P (S = 1) = 12 . Ainsi, I suit une loi de Bernoulli de paramètre 1� 12 = 12 . On endéduit que : E(I) = 12 et V (I) = 12 � 12 = 14 :Partie II � Simulation des variables X et Y1. (a) La variable X est le rang du lan
er en 
ours. Initialement, X est nul (avant d'avoir tiré).On 
ommen
e par déterminer le jeton ave
 lequel on joue (1 ou 2 : 
e sont les valeurs possibles,prises ave
 équiprobabilités, par la variable jeton)Si on a 
hoisi le jeton 1, on e�e
tue des tirages su

essifs (
'est la bou
le) : à 
haque tirage, on obtientde manière équiprobable 0 ou 1 (
'est le random(2) dans la bou
le). Si on obtient 1, on 
ontinue, sion obtient 0, on s'arrête. Comme à 
haque tirage, on in
rémente X , la valeur �nale de X est le rangdu tirage auquel on a obtenu pour la première fois un 1. Si la variable jeton a pris la valeur 2, on nefait rien : dans 
e 
as, la valeur de sortie de X est la valeur initiale 0, 
e qui 
orrespond au fait quedans 
e 
as, on ne peut jamais tirer 0.Ainsi, la valeur a�
hée à la �n est la valeur simulée du nombre de tirages né
essaire pour obtenir lepremier 0, 
ette valeur étant 0 si on a tiré le jeton 2.Vous remarquerez que le begin ... end dans la stru
ture 
onditionnelle est inutile i
i... Le 
on
epteurdu sujet se 
omplique la vie...(b) Le nombre de passages dans la bou
le peut ne pas être �ni, si on a tiré la piè
e 1, mais que néanmoinson obtient toujours des 1. Mais 
ette situation est presque-impossible. Don
 le programme s'arrêtepresque-sûrement.2. On 
opie le programme pré
édent, en remarquant que si on tire ave
 le jeton 2, 
ette fois, on est sûrd'obtenir un 1 au premier tirage, don
 Y prend la valeur 1.Program Edhe
2005Y;Var jeton, lan
er, Y:integer;BeginRandomize;Y:=0; 11



jeton:=random(2)+1;if jeton=1 thenrepeatY:=Y+1;lan
er:= random(2);untillan
er=1elseY:=1;writeln(Y);end.
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