
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 15 novembre 2008.ECS 2 � Mathématiques Corretion du Devoir surveillé no 7Exerie 1 � Une équation aux dérivées partielles1. Poue ommener, la fontion f est la somme ou produit de omposées de fontions de lasse C2. Pluspréisément :� (x; y) 7! xy est de lasse C2 sur (R�+ )2 en tant que fontion polynomiale, et à valeurs dans R�+ . Commez 7! pz est de lasse C2 sur R�+ , par les règles de omposition, (x; y) 7! pxy est de lasse C2 sur (R�+ )2.� (x; y) 7! xy est de lasse C2 sur (R�+ )2 (quotient de deux fontions de lasse C2, le dénominateur nes'annulant pas) et à valeurs dans R�+ , et ' est de lasse C2 sur R�+ , don (x; y) 7! '�xy� est de lasseC2 sur (R�+ )2.� (x; y) 7! xy est de lasse C2 sur (R+ )� et à valeurs dans R�+ , et � est de lasse C2 sur R�+ . Ainsi,(x; y) 7! �(xy) est de lasse C2 sur (R�+ )2.Ainsi, f est onstitué d'un produit et d'une somme de fontions de lasse C2 sur (R�+ )2, don f est delasse C2 sur (R�+ )2.Remarque : En tout début de opie, détaillez e type d'argument pour la régularité des fontions d'uneou plusieurs variables, surtout lorsqu'il y a des ompositions (a�n de bien préiser la ompatibilité desintervalles de dé�nition). Plus loin dans la opie, vous pouvez aller un peu plus vite, mais ontinuez àêtre plus soigneux en as de omposition.Puisque f est de lasse C2 sur (R�+ )2, on peut onsidérer ses dérivées partielles seondes sur e domaine.Ainsi, les règles de dérivations de fontions omposées permettent d'obtenir à l'issue de aluls sansdi�ulté si on s'y prend soigneusement :8(x; y) 2 (R�+ )2; �f�x (x; y) = py2px'�xy�+ pxpy '0�xy�+ y�0(xy);8(x; y) 2 (R�+ )2; �2f�x2 (x; y) = � py4xpx'�xy�+ 1pxy'0 �xy�+ pxypy'00 �xy�+ y2�00(xy):De la même façon :8(x; y) 2 (R�+ )2; �f�y (x; y) = px2py'�xy�� xpxypy '0�xy�+ x�0(xy);8(x; y) 2 (R�+ )2; �2f�y2 (x; y) = � px4ypy'�xy�+ xpxy2py'0�xy�+ x2pxy3py '00�xy�+ x2�00(xy):Une véri�ation sans di�ulté montre qu'on a bien :8(x; y) 2 (R�+ )2; x2 �2f�x2 (x; y)� y2 �2f�y2 (x; y) = 0:2. Soit f une fontion de lasse C2 sur (R�+ )2 qui véri�e l'équation di�érentielle.Pour tout (x; y), on pose u = xy et v = yx ; on a alors (u; v) 2 (R�+ )2. On a alors y = puv et x = puv .Ainsi f(x; y) = f �ruv ;puv� :Ainsi, puisque pour tout (u; v) 2 (R�+ )2, �puv ;puv� 2 (R�+ )2, on peut poser la fontion g :8(u; v) 2 (R�+ )2; g(u; v) = f �ruv ;puv� :1



La fontion g est de lasse C2, en tant que omposée de fontions de lasse C2, les deux fontions internesétant bien à valeurs dans R�+ , et f étant de lasse C2 sur R�+ � R�+ .Les règles de dérivation des fontions omposées amènent :8(u; v) 2 (R�+ )2; �g�v (u; v) = � pu2vpv � �f�x �ruv ;puv�+ pu2pv � �f�y �ruv ;puv� :Ainsi, en dérivant une nouvelle fois, par rapport à u ette fois :8(u; v) 2 (R�+ )2; �2g�u�v (u; v) = � 14vpuv �f�x �ruv ;puv�� 14v2 �2f�x2 �ruv ;puv�� 14v �2f�x�y �ruv ;puv�+ 14puv �f�y �ruv ;puv�+ 14v �2f�x�y �ruv ;puv�+ 14 �2f�y2 �ruv ;puv�= � 14vpuv �f�x �ruv ;puv�� 14v2 �2f�x2 �ruv ;puv�+ 14puv �f�y �ruv ;puv�+ 14 �2f�y2 �ruv ;puv�Un alul rapide montre que :8(u; v) 2 (R�+ )2; �g�v (u; v)� 2u �2g�u�v (u; v) = u2v2 � �2f�x2 �ruv ;puv�� u2 �2f�y2 �ruv ;puv�= x32y �2f�x2 (x; y)� xy2 �2f�y2 (x; y)= x2y �x2 �2f�x2 (x; y)� y2�2f�y2 (x; y)� = 0:3. On se propose de déterminer l'ensemble des fontions h de lasse C1 sur R�+ qui véri�ent :8t 2 R�+ ; h0(t) + at h(t) = 0;où a est un réel non nul.(a) La fontion k est dé�nie et de lasse C1 sur R�+ , et :8t 2 R�+ ; k0(t) = �ata+1 = �atk(t):Don la fontion k véri�e bien l'équation di�érentielle.)(b) � E est un sous-ensemble de l'espae vetoriel RR�+ (on peut aussi onsidérer l'espae vetorielC1(R�+ ;R)).� E est non vide : il ontient la fontion k, ou plus simplement la fontion nulle.� Soit h1 et h2 deux éléments de E, et � un salaire réel. Alors :8t 2 R�+ ; (h1 +�h2)0(t)+ at (h1+�h2)(t) = �h01(t) + at h1(t)�+��h2(t) + at h2(t)� = 0+�0 = 0:Ainsi, la fontion h1 + �h2 est dans EAinsi, E est une sous-ensemble non vide d'un espae vetoriel réel, stable par ombinaison linéaire.C'est don un sous-espae vetoriel de et espae, don un espae vetoriel sur R.() � ' est bien à valeurs dans R.� ' est une appliation linéaire. En e�et, pour tout (h1; h2) 2 E, et tout � 2 R,'(h1 + �h2) = (h1 + �h2)(1) = h1(1) + �h2(1) = '(h1) + �'(h2):� L'appliation ' est surjetive. En e�et, pour tout �inR, '(�k) = �'(k) = �, où k est la fontiondé�nie plus haut, élément de E. 2



� L'appliation ' est injetive. Soit h 2 Ker'.L'appliation k étant solution de l'équation, et ne s'annulant pas, on peut érire :8t 2 R�+ ; at = �k0(t)k(t) :On peut don remplaer dans l'équation satisfaite par h :8t 2 R�+ ; h0(t)� k0(t)k(t) � h(t) = 0 don: h0(t)k(t)� h(t)k0(t) = 0:Ainsi, la dérivée de hk est nulle sur l'intervalle R�+ , don hk est onstante. Il existe don � 2 R telque h = �k. En évaluant en 1, on obtient 0 = '(h) = h(1) = �k(1) = �, don � = 0, puis h = 0.Ainsi, ker' = f0g, puis ' est injetive.Don ' est une appliation linéaire injetive et surjetive, don un isomorphisme.(d) Par onséquent, E et R sont de même dimension 1. Comme k 2 E, et k 6= 0, la famille (k) est unebase de E. Don E = f�k; � 2 Rg = �t 7! �t ; � 2 R� :Remarquez que le passage par les espaes vetoriels n'apporte pas grand hose. Ce raisonnementpeut se faire diretement. De plus e type d'équations di�érentielles est au programme : on auraitpu vous demander de résoudre l'équation di�érentielle diretement : d'après le ours, les solutionss'érivent sous la forme 8t 2 R�+ ; h(t) = Ke�G(t);où G est une primitive de t 7! at . Ainsi8t 2 R�+ ; h(t) = Ke�a ln t = Kt�a:On retrouve bien la même desription de E.4. � Soit f une solution de (1), et g la fontion en (u; v) assoiée. Alors pour tout v �xé, soit la fontionh : u 7! �g�v (u; v):D'après la question 2, h véri�e :8u 2 R�+ ; h(u)� 2uh0(u) = 0 don: h0(u)� 12uh(u) = 0:En prenant a = � 12 dans l'équation de la question 3, on en déduit don qu'il existe �(v) (dépendant dev, mais pas de u), tel que8u 2 R�+ ; h(u) = �(v)pu; don: �g�v (u; v) = �(v)pu:Comme par hypothèse g est de lasse C1, (u; v) 7! �(v)pu est de lasse C1 sur (R�+ )2, et par divisionpar la raine de u, de lasse C1, la fontion � est de lasse C1 en v. Elle admet don une primitive ' surR�+ . Une primitivation de la formule préédente par rapport à v donne alors l'existene d'une fontionne dépendant que de u, notée �, telle que8(u; v) 2 (R�+ )2; g(u; v) = '(v)pu+ �(u):Comme ' est une primitive d'une fontion de lasse C1, elle est de lasse C2. Ainsi, g étant de lasseC1, � est une di�érene de fontions de lasse C2, don est de lasse C2. En revenant aux variables xy,on obtient : 8(x; y) 2 (R�+ )2; f(x; y) = pxy'�xy�+ �(xy):3



Ainsi, en notant G l'ensemble des fontions dé�nies sur (R�+ )2 telles qu'il existe deux fontions ' et �dé�nies et de lasse C2 sur R�+ véri�ant :8(x; y) 2 (R�+ )2; f(x; y) = pxy'�xy�+ �(xy);on obtient l'inlusion F � G� L'inlusion réiproque G � F résulte de la question 1.Ainsi, F = G.Exerie 2 � Polyn�mes de Thebyhev : un grand lassique1. Arhi-lassique. À savoir faire impérativement !(a) Soit, pour tout n dans N� , la propriété P(n): Pn est un polyn�me de degré n, de oe�ient dominant2n�1, et Pn(1) = 1, Pn(�1) = (�1)n.Cette propriété est aussi vraie pour n = 0, à part l'expression du oe�ient dominant. C'est pourette raison que nous ommençons la réurrene au rang 1.Comme P2 = 2XP1 � P0 = 2X2 � 1, les propriétés P(1) et P(2) sont lairement véri�ées.Soit n 2 N� . Supposons que P(n) et P(n + 1) soient véri�é. Alors, d'après la relation Pn+2 =2XPn+1 � Pn, Pn+2 est dé�ni omme étant un produit et une ombinaison linéaire de polyn�mes,don est enore un polyn�me. De plus, par hypothèse de réurrene,deg(2XPn+1) = deg(Pn+1) + 1 = n+ 2 et deg(Pn) = n:Comme deg(2XPn+1) > deg(Pn), on en déduit que deg(Pn+2) = deg(2XPn+1) = n+ 2.De plus, le oe�ient dominant de Pn+2 est don le oe�ient dominant de 2XPn+1, obtenu en mul-tipliant le oe�ient dominant de Pn+1 par 2. Ainsi, d'après l'hypothèse de réurrene, le oe�ientdominant de Pn+1 est 2 � 2n = 2n+1.En�n :� Pn+2(1) = 2Pn+1(1)� Pn(1) = 2� 1 = 1� Pn+2(�1) = �2Pn+1(�1)� Pn(�1) = �2(�1)n+1 � (�1)n = 2(�1)n+2 � (�1)n+2 = (�1)n+2:Par onséquent, P(1) et P(2) sont vraies, et pour tout n dans N� , P(n) et P(n + 1) entraînentP(n+ 2). D'après le prinipe de réurrene, P(n) est vraie pour tout n dans N� .(b) Soit, pour tout n dans N, la propriété Q(n): 8� 2 R; Pn(os �) = os(n�).On a P0(os �) = 1 = os(0) = os(0�). D'où Q(0).On a P1(os �) = os � = os(1�). D'où Q(1).Soit n 2 N tel que Q(n) et Q(n+ 1) soient véri�és. Alors, pour tout � 2 R,Pn+2(os �) = 2 os �Pn+1(os �)� Pn(os �) = 2 os � os((n+ 1)�)� os(n�)= os(� � (n+ 1)�) + os(� + (n+ 1)�)� os(n�) = os((n+ 2)�):Par onséquent, Q(0) et Q(1) sont vraies, et pour tout n dans N, Q(n) et Q(n + 1) entraînentQ(n+ 2). D'après le prinipe de réurrene, Q(n) est vraie pour tout n dans N.2. Étude des raines de Pn et P 0n.(a) Les raines dans [�1; 1℄ sont de la forme r = os(�), pour une ertaine valeur � 2 [0; �℄ (un intervallesur lequel os est une bijetion sur [�1; 1℄). Ainsi,0 = Pn(r) = Pn(os(�)) = os(n�):Nous avons don à résoudre l'équation en � : os(n�) = 0. Les solutions de ette équation sontn� = �2 + k� soit � = �2n + kn � �; k 2 N4



Ainsi les solutions dans l'intervalle [0; �℄ sont :� �2n; 3�2n; 5�2n; : : : ; (2n� 1)�2n � :Les raines de Pn dans l'intervalle [�1; 1℄ sont don :�os� �2n� ; os�3�2n� ; : : : ; os� (2n� 1)�2n �� :(Attention, os étant déroissant sur [0; �℄, elles sont rangées en ordre déroissant). Cela fournit nraines distintes de Pn. Comme Pn est de degré n, il a au plus n raines. Ce sont don là toutes lesraines de Pn.(b) Appelons pour simpli�er r1 < � � � < rn les n raines (distintes) de Pn. Soit k 2 [[ 1; n � 1 ℄℄ . Alors,on peut appliquer le théorème de Rolle appliqué sur l'intervalle [rk; rk�1℄, ar Pn est ontinue suret intervalle, dérivable sur l'intervalle ouvert orrespondant, en tant que fontion polynomiale. Ilexiste don sk 2℄rk ; rk+1[ tel que P 0n(sk) = 0. Cela fournit n� 1 raines de P 0n(sk) (on a bien dé�nides réels sk distints deux à deux, puisqu'ils sont dans les intervalles ouvert ℄rk ; rk+1[). Comme P 0nest de degré n� 1, il admet au plus n� 1 raines. L'ensemble fs1; : : : ; sn�1g fournit don toutes lesraines de P 0n. Par onstrution, es raines sont toutes dans [�1; 1℄, et même dans ℄� 1; 1[.() Ainsi, les raines de P 0n sont de la forme sk = os(�k), ave �k 2 [0; �℄, et même �k 2℄0; �[. De plus,soit fn(�) = Pn(os(�)). Alors f 0n(�) = � sin(�)P 0n(os(�)):Comme sin(�) ne s'annule pas sur ℄0; �[, on en déduit que pour � 2℄0; �[, � est raine de f 0n si etseulement si os(�) est raine de P 0n. Par onséquent, pour trouver les raines (sous la forme os(�))de P 0n, il su�t de trouver les raines de f 0n. Or, la question 1 donne une autre expression de fn :fn(�) = os(n�); d'où f 0n(�) = �n sin(n�):Ainsi, les raines de f 0n sont (si n 6= 0) :��n; 2�n ; : : : ; (n� 1)�n �Par onséquent, les raines de P 0n sont (également rangées en ordre déroissant) :�os��n� ; os�2�n � ; : : : ; os� (n� 1)�n ��On savait déjà qu'on obtient ainsi toutes les raines de P 0n. Une petite véri�ation ne fait toutefoisjamais de mal : on a bien n� 1 raines, et elles sont bien réparties entre les raines de Pn.Remarque : Ce raisonnement est faux pour n = 0, d'ailleurs, le résultat lui-même est faux : dans eas, P 00 = 0 don tout élément de R est raine de P 00.(d) Les extremas de Pn sont obtenus aux valeurs annulant la dérivée P 0n, 'est-à-dire aux points os �k�n �,pour k 2 [[ 1; n� 1 ℄℄ . Or, pour une telle valeur de k, d'après la question 1(b) :Pn �os�k�n �� = os (k�) = (�1)kAttention, omme les raines de P 0n étaient rangées en ordre déroissant, le premier extremum ren-ontré est (�1)n�1 et non (�1)�1. Ainsi, Pn déroît de +1 à �1 (si n est pair) ou roît de �1 à1 (si n est impair), puis osille entre �1 et 1 ; le dernier extremum renontré est �1 (quelque soit laparité de n), et Pn roît à partir de là jusqu'à +1.(e) Je me dispense des tableaux de variation. La desription i-dessus est su�sante.5
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3. (a) Q est ontinue sur [�1; 1℄, ar 'est une fontion polynomiale. Ainsi, jQj est ontinue sur un intervallefermé borné : jQj est don borné sur et intervalle, et y atteint ses bornes. En d'autre terme, Q admetun minimum et un maximum sur [�1; 1℄. D'où l'existene de M(Q) = maxjxj61 jQ(x)j.(b) i. Qn(1) = Pn(1)� 2n�1Q(1) = 1� 2n�1Q(1) > 0, ar Q(1) 6M(Q) < 12n�1 :ii. Qn(�1) = Pn(�1) � 2n�1Q(�1) = (�1)n � 2n�1Q(�1). Ainsi, Qn(�1) > 0 si n est pair, etQn(�1) < 0 si n est impair. La raison : jQ(�1)j 6M(Q) < 12n�1 :iii. De même, aux extréma sk, k 2 f1; : : : ; k � 1g :Qn(sk) = Pn(sk)� 2n�1Q(sk) = (�1)k � 2n�1Q(sk)( > 0 si k pair< 0 si k impair() Notons s0 = 1 et sn = �1. Alors, on a n+ 1 réels tels que :s0 > s1 > : : : > sn�1 > sn et ( f(sk) > 0 si k pairf(sk) < 0 si k impairQn étant ontinue (fontion polynomiale), on peut appliquer le TVI sur haun des intervalles[sk�1; sk℄, pour k 2 [[ 1; n ℄℄ . Ainsi, il existe des réels 1; : : : ; n véri�ant :s0 > 1 > s1 > 2 > : : : n�1 > sn�1 > n > sn et Qn(1) = � � � = Qn(n) = 0:Ainsi, Qn possède au moins n raines distintes. Mais, Qn étant une di�érene de polyn�mes de degrén, son degré est au plus n, et son oe�ient de degré n est 2n�1 � 2n�1 � 1 = 0 (ar le oe�ient dedegré n de Pn est 2n�1 et elui de Q est 1 puisqu'il est unitaire). Par onséquent, le degré d de Qnest stritement plus petit que n. De plus, Qn n'est pas le polyn�me nul, ar Qn(1) > 0. Ainsi, Qnadmet au plus d raines, e qui rentre en ontradition ave le fait d'avoir trouvé n raines distintes.Conlusion : l'hypothèse de départ est fausse, et par onséquent, M(Q) > 12n�1 .4. Polyn�mes de Thebyhev et interpolation de Lagrange.(a) Erratum : lire : �de degré n� 1�Le polyn�me Pf dérit dans l'énoné est bien un polyn�me de degré au plus n� 1, et véri�e, pourtout ` 2 [[ 0; n� 1 ℄℄ :Pf (x`) = n�1Xk=0 f(xk) �Yi 6=k x` � xixk � xi = f(x`) �Yi 6=k x` � xix` � xi = f(x`):6



En e�et, si k 6= `, le terme indexé par i = ` dans le produit annule x`� xi, ainsi Yi 6=k x` � xixk � xi = 0. Leseul terme non nul dans dans somme orrespond don à l'indie k = `. Par onséquent, e polyn�merépond au problème, d'où l'existene de Pf .Supposons que Q soit un autre polyn�me de degré au plus n � 1 tel que pour tout ` 2 [[ 0; n � 1 ℄℄ ,Q(x`) = f(x`). Alors le polyn�me Pf �Q est de degré au plus n� 1 et s'annule en tous les pointsxk, k 2 [[ 0; n� 1 ℄℄ , don a au moins n raines. Comme il a plus de raine que son degré, il s'agit dupolyn�me nul, et don Q = Pf . Cela démontre l'uniité.Raisonnement lassique, à savoir refaire.(b) i. Fx(x) = exPn(x) � exPn(x) = 0:ii. Fx(xk) = exkPn(x) � exPn(xk) = 0, ar :� f(xk) = Pf (xk) par dé�nition de Pf , don exk = 0 ;� Pn(xk) = 0 puisque xk est une raine de Pn.() Fx est un fontion dérivable sur R, puisque de lasse Cn (on suppose n > 1). On peut don appliquerle théorème de Rolle sur haun des intervalles dé�nis par les réels (xk) et x. Ces n + 1 réels sontdeux à deux distints, et dé�nissent don n intervalles en onsidérant deux réels onséutifs parmises n + 1 réels. Fx est dérivable sur haun de es intervalles (fermés), et s'annule aux extrémités.D'après le théorème de Rolle, il existe don une raine de F 0x dans haque intervalle (ouvert). Onobtient ainsi n raines distintes de F 0x, toutes omprises entre �1 et 1.En reommençant ainsi, on obtient n � 1 raines distintes de F 00x dans [�1; 1℄ et.. Au �nal, onobtient 2 raines distintes de F (n�1)x dans [�1; 1℄, et une dernière appliation du théorème de Rolleentre es raines (possible ar Fx est de lasse Cn, don F (n�1)x est dérivable sur R, et même dederivée ontinue, mais ça, 'est inutile) donne l'existene de � 2 [�1; 1℄ (et même � 2℄ � 1; 1[) telque F (n)x (�) = 0.(d) On a F (n)x (t) = e(n)t Pn(x)� exP (n)n (t) (dérivation par rapport à t). Or :i. et = f(t)�Pf (t), don e(n)t = f (n)(t)�P (n)f (t). Comme Pf est de degré n� 1, P (n)f (t) = 0. Paronséquent, e(n)t = f (n)(t).ii. Pn est de degré n. Ainsi, P (n)n est une onstante, obtenue en derivant n fois le mon�me de plushaut degré de Pn, 'est-à-dire 2n�1Xn. Ainsi, P (n)n = 2n�1n!.Ainsi, F (n)x (t) = f (n)(t)Pn(x) � ex2n�1n!. En spéialisant à la valeur � trouvée dans la questionpréédente, on obtient :0 = f (n)(�)Pn(x)� ex2n�1n!; soit : ex = Pn(x)2n�1n! � f (n)(�):(e) Pour tout x 2 [�1; 1℄, jPn(x)j 6 1. De plus, f étant de lasse Cn, f (n) est ontinue sur [�1; 1℄, donbornée : il existe M tel que jf (n)(t)j 6 M sur [�1; 1℄. Alors, jf (n)(�)j 6 M . Par onséquent, pourtout x 2 [�1; 1℄, ex 6 M2n�1n! :Il s'agit d'une bonne approximation !Remarque : Attention à la majoration de f (n)(�) ; on ne peut pas prendre diretement M = f (n)(�)ar � dépend de x. C'est pour ela que nous devons majorer f (n) sur [�1; 1℄, a�n d'obtenir unemajoration indépendante de x.
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