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 no 2 � Épreuve no 2ESSEC 2005 Math IIProblème �Préliminaires1. Loi faible des grands nombres : Soit (Xn)n2N� une suite de variables aléatoires réelles de même loi,admettant un espéran
em. Si les Xi, i 2 n 2 N� , sont mutuellement indépendantes, et si les Xi admettentaussi une varian
e �2, alors la moyenne Snn 
onverge en probabilité vers la variable 
ertaine égale à m,don
, pour tout Æ > 0, limn!+1P �����Snn �m���� > Æ� = 02. L'énon
é est très mal tourné, 
ar il ne pré
ise pas qu'on se pla
e dans les 
onditions de la questionpré
édente (indépendan
e des Xi et existen
e de la varian
e). Pourtant, sans 
ette hypothèse, on ne voitpas trop 
omment 
on
lure. Supposons don
 qu'on est dans 
e 
as. Alors�Snn 2 A� � �Snn 62℄m� Æ;m+ Æ[� = �����Snn �m���� > Æ� :Ainsi, pour tout n 2 N� , 0 6 P �Snn 2 A� 6 P �����Snn �m���� > Æ� :Or, d'après la question 1, limn!+1P �����Snn �m���� > Æ� = 0, don
, d'après la théorème d'en
adrement (quidonne aussi l'existen
e de 
ette limite) limn!+1P �Snn 2 A� = 0:Partie I � Un premier exemple. Le 
as gaussien1. La variable Snn est une 
ombinaison linéaire de variables gaussiennes, don
 est en
ore une variable gaus-sienne, par stabilité par somme et par transformation a�ne des lois normales. De plus, par linéarité del'espéran
e, E(Sn) = 1n nXi=1 E(Xi) = 0et, par indépendan
e des variables Xi,V (Sn) = 1n2 nXi=1 V (Xi) = 1n:Don
 Sn ,! N �0; 1n�2. (a) Soit F la fon
tion de répartition de Snn . Comme la variable Snn est symétrique (elle admet une densitépaire), on a les mêmes relations que pour la fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite,à savoir : 8x 2 R; F (�x) = 1� F (x):1



Ainsi, P �����Snn ���� > Æ� = 1� P ��Æ < Snn < Æ� = 1� F (Æ) + F (�Æ) = 1� F (Æ) + 1� F (Æ)= 2(1� F (Æ)) = 2P �Snn > Æ� :Or, d'après l'expression des densités des lois normales, on en déduit :P �����Snn ���� > Æ� = 2 1q2� 1n Z +1Æ exp��nt22 � dt =r2n� Z +1Æ exp��nt22 � dt:(b) La 
hangement de variables u = n(t � Æ) = '(t) est de 
lasse C1, bije
tif de [Æ;+1[ sur [0;+1[, et
roissante. On a du = n dt, et t = un + Æ. Ainsi :P �����Snn ���� > Æ� =r2n� Z +1Æ exp��nt22 � dt=r2n� Z +10 exp �n �un + Æ�22 ! dun=r 2n� Z +10 exp��u22n � uÆ � nÆ22 � du=r 2n� � exp��nÆ22 �Z +10 exp��u22n � uÆ� du:Visiblement, l'énon
é 
omporte une erreur (le pn mal pla
é). Cette erreur est de mon fait (erreurde 
opie), désolé.3. (a) Pour tout x > 0, exp(�x) 6 exp(0) = 1, d'où la première inégalitéDe plus, la dérivée se
onde de x 7! exp(�x) est elle-même, et est positive, don
 
ette fon
tionest 
onvexe, don
 au dessus de sa tangente en 0, d'équation y = 1 � x. Ainsi, pour tout x > 0,exp(�x) > 1� x, d'où 1� exp(�x) 6 x.(b) La fon
tion u 7! exp(�uÆ) est 
ontinue sur [0;+1[, don
 l'intégrale ne possède qu'une impropretéen +1. Soit A 2 R+ . On aZ A0 exp(�uÆ) du = �1Æ h exp(�uÆ)iA0 = �1Æ (exp(�AÆ)� 1) :Comme Æ > 0, on obtient limA!+1 exp(�AÆ) = 0. Ainsi, l'intégrale 
onverge en +1, etZ +10 exp(�uÆ) = 1Æ :(
) Soit n 2 N� . On a :0 6 Z +10 exp(�uÆ) du� Z +10 exp��u22n � uÆ� du = Z +10 exp(�uÆ)�1� exp��u22n�� duOr, soit g : u 7! u2 exp(�uÆ). Cette fon
tion est 
ontinue sur [0;+1[, don
 Z +10 g(u) du admetune impropreté en +1. De plus, g est positive, et limu!+1u2g(u) = 0, don
, au voisinage de +1,g(u) = o � 1u2 �. Ainsi, par 
omparaison à une intégrale de Riemann de paramètre 2 en +1, don

onvergente, Z +10 g(u) du est 
onvergente. 2



De l'en
adrement de la question 3(a), on déduit que :8u > 0; 0 6 exp(�uÆ)�1� exp��u22n�� 6 12nu2 exp(�uÆ):Comme les trois termes sont intégrables d'intégrale 
onvergente sur [0;+1[ d'après l'argument quipré
ède, on en déduit l'en
adrement suivant :0 6 Z +10 exp(�uÆ)�1� exp��u22n�� du 6 12n Z +10 u2 exp(�uÆ) du:Or, l'intégrale de droite étant 
onvergente et ne dépendant pas de n, on alimn!+1 12n Z +10 u2 exp(�uÆ) du = 0;don
, d'après le théorème l'en
adrement,limn!+1 Z +10 exp(�uÆ)�1� exp��u22n�� du = 0;et par 
onséquent : limn!+1�Z +10 exp(�uÆ) du� Z +10 exp��u22n � uÆ� du� = 0:(d) De la question pré
édente, on déduit :limn!+1 Z +10 exp��u22n � uÆ� du = Z +10 exp(�uÆ) du = 1Æ :Ainsi, d'après la question 2(b) (re
ti�ée),P �����Snn ���� > Æ� �+1 1Ær 2n� exp��nÆ22 � :Partie II � Quelques résultats généraux.1. Soit n > 1, et s tel que ' � sn� existe. Puisque ' � sn� existe, e snX admet une espéran
e. On peut don
é
rire, puisque les Xi ont tous même loi que X ,8i 2 [[1; n℄℄; '� sn� = E �es�Xin �et par 
onséquent, en faisant le produit sur toutes les valeurs de i 2 [[1; n℄℄,�'� sn��n = nYi=1E �es�Xin � :Comme les Xi sont indépendantes, il en est de même des es�Xin . Ainsi, en appliquant itérativement l'égalitéE(XY ) = E(X)E(Y ) pourX et Y indépendante (égalité donnant aussi l'existen
e de E(XY )), on obtientl'existen
e de l'espéran
e de nYi=1 es�Xin = e sn � nPi=1Xi = es�Snn ;et de plus, E(es�Snn ) = nYi=1E(es�Xin ) = �'� sn��n :3



2. (a) Question sans di�
ulté si on a bien 
ompris les notations.Soit a 2 R. Soit A = f! 2 
 j Y (!) > ag.� Soit ! 2 A. Alors Y (!) > a, don
 Y (!)� a > 0, et 
omme s > 0,es(Y (!)�a) > 1 = 1(Y>a)(!):� Soit ! 62 A, alors es(Y (!)�a) > 0 = 1(Y>a)(!):Don
 dans tous les 
as, on a l'inégalité. Ainsi, 1(Y>a) 6 es(Y�a).(b) La fon
tion Z = 1(Y>a) est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans f0; 1g. Il s'agit don
 d'unevariable de Bernoulli, de paramètre P (Z = 1) = P (Y > a). Ainsi,E(1(Y>a)) = P (Y > a):L'inégalité de la question pré
édente et la 
roissan
e de l'espéran
e donne don
P (Y > a) 6 E(es(Y�a)) = e�saE(esY ):(
) On applique 
e résultat à Y = Snn , 
e qu'on peut faire puisque d'après la question II-1, E �es�Snn �existe. Alors : P �Snn > a� 6 e�asE �es�Snn � = e�as �'� sn��n ;d'après la question II-1.3. Globalement le même prin
ipe que la question 3.(a) Soit a 2 R, et B = f! 2 
 j Y (!) 6 ag. Alors :� Soit ! 2 B. Alors Y (!)� a 6 0, et don
 s(Y (!)� a) > 0, don
es(Y (!)�a) > 1 = 1(Y6a):� Soit ! 62 B. Alors es(Y (!)�a) > 0 = 1(Y6a):Ainsi, es(Y�a) > 1(Y6a).(b) Comme dans la question 3, 1(Y6a) est une variable de Bernoulli de paramètre P (Y 6 a), don
 enpassant à l'espéran
e dans l'inégalité 
i-dessus,P (Y 6 a) = E(1(Y6a)) 6 E(es(Y�a)) = e�saE(esY ):(
) Comme pré
édemment, on peut appliquer 
e résultat à Y = Snn , et il vient immédiatementP �Snn 6 a� 6 e�as �'� sn��n :Partie III � Un se
ond exemple. Le 
as binomial.1. Soit s 2 R. Alors esX est une variable aléatoire prenant uniquement deux valeurs, es et 1 (une seule valeursi s = 0). Ainsi, le nombre de valeurs étant �ni, l'espéran
e de esX existe. Don
 ' est dé�nie sur R, et8s 2 R; '(s) = E(esX ) = P (X = 0) � 1 + P (X = 1) � es = q + pes:2. On suppose dans 
ette question que a > p. 4



(a) La fon
tion ' est dérivable sur R, à valeurs dans R�+ , puisque q > 0. Don
, le logarithme étantdérivable sur R�+ , `a est dérivable sur R, en tant que 
omposée et di�éren
e de fon
tions dérivables,et 8s 2 R; `0a(s) = a� '0(s)'(s) = a� pesq + pes = aq + p(a� 1)esq + pes :Comme q + pes est positif, le signe de `0a(s) est 
elui de aq + p(a � 1)es. Ce signe est positif si etseulement si es 6 aq(1� a)p ;puisque 1� a > 0 (du fait de l'hypothèse a < 1). Ainsi, le terme de droite étant stri
tement positif,`0a(s) est positif si et seulement si s 6 ln� aq(1� a)p� :De plus,� '(0) = p+ q = 1, don
 `a(0) = 0 ;� '�ln� aq(1� a)p�� = q + aq1� a = q1� a , don
`a�ln� aq(1� a)p�� = a ln� aq(1� a)p�� ln q1� a = h(a; p)� Pour tout s 2 R,as� ln('(s)) = ln(eas)� ln('(s)) = ln easq + pes �+1 easpes = 1pe(1�a)s :Comme a < 1, la limite de 
ette expression est nulle, don
 en passant au logarithme,lims!+1 `a(s) = �1:On obtient don
 le tableau de variations suivant :x`a0(x)`a(x)
0 ln� aq(1� a)p� +1+ 0 �0 h(a; p) �1(b) Le tableau de variations de la question pré
édente montre que `a admet un maximum h(a; p) enln� aq(1� a)p�L'étude pré
édente du signe de `0a montre que `0a est stri
tement positive sur �0; ln� aq(1� a)p��,don
 `a est stri
tement 
roissante sur �0; ln� aq(1� a)p��. Don
h(a; p) = `a�ln� aq(1� a)p�� > `a(0) = 0:Don
 le maximum h(a; p) est stri
tement positif.D'après la question pré
édente,h(a; p) = a ln� aq(1� a)p�� ln q1� a = (a� 1) ln q1� a + a ln ap = a ln ap + (1� a) ln 1� a1� p :5



(
) D'après la question II-2(
), pour tout s > 0,P �Snn > a� 6 e�as �'� sn��n = e�n(a sn�ln'( sn )) = e�n`a( sn ):En appliquant 
e
i à s = nt0 > 0, où t0 est le point en lequel `a atteint son sup (qui est en fait unmax d'après l'étude pré
édente), on obtient :P �Snn > a� 6 e�n supt>0 `a(t) = e�nh(a;p);par dé�nition de h(a; p).3. On suppose dans 
ette question que a < p (don
 1� a > 1� p).(a) La variable Sn suit une loi binomiale B(n; p), en tant que somme de variables aléatoires indépendantessuivant une loi de Bernoulli de même paramètre p. Ainsi, Sn(
) = [[0; n℄℄, don
 n� Sn(
) = [[0; n℄℄,et 8k 2 [[0; n℄℄; P (n� Sn = k) = P (Sn = n� k) = � nn� k�pn�kqk = �nk�qkpn�k:Don
 n� Sn ,! B(n; q).On aurait aussi pu remarquer que n � Sn 
ompte les é
he
s, plus pré
isément, Sn est la sommedes n variables mutuellement indépendantes 1 �Xi, i 2 [[1; n℄℄, qui suivent des lois de Bernoulli deparamètre 1� p = q.(b) On a 1 � a > q, don
 en appliquant le résultat de la question 2 à la variable n � Sn, somme desvariables de Bernoulli 1�Xi, de paramètre 1� p, on obtientP �Snn 6 a� = P �n� Snn > 1� a� 6 e�nh(1�a;1�p):Or, l'expression trouvée en III-2(b) pour h(a; p) amène immédiatement h(1�a; 1�p) = h(a; p), don
P �Snn 6 a� 6 e�nh(a;p):4. Soit " > 0. On a don
 P �����Snn � p���� > "� = P �Snn > p+ "�+ P �Snn 6 p� "�6 e�nh(p+";p) + e�nh(p�";p)6 2e�nmin(h(p+";p);h(p�";p));d'après les questions 2(b) et 3(
), et par 
roissan
e de l'exponentielle.5. Question qui tombe un peu 
omme un 
heveu sur la soupe, et qui n'a pas grand 
hose à voir ave
 lereste... Du reste, une pure question de 
ours !(a) p prend ses valeurs dans l'intervalle ℄0; 1[, don
 dans l'intervalle [0; 1℄. De plus, Sn est la somme den variables prenant des valeurs 0 ou 1, don
 0 6 Sn 6 n, don
 Fn = Snn prend ses valeurs dans [0; 1℄aussi.De plus Fn s'é
rit 
omme une fon
tion sur l'é
hantillon i.i.d (X1; : : : ; Xn), de loi parente B(1; p).Don
 il s'agit d'un estimateur de p.L'espéran
e de Fn existe, 
ar 
'est une 
ombinaison linéaire de variables admettant des espéran
es,et, par linéarité de l'espéran
e,E (Fn) = 1n nXi=1 E(Xi) = 1n nXi=1 p = p:Ainsi, le biais de Fn est bFn(p) = 0. Don
 Fn est un estimateur sans biais de p.6



(b) Le risque quadratique est la somme de la varian
e et du 
arré du biais :rn = V (Fn) + bFn(p) = V (Fn) = 1n2 nXi=1 V (Xi) = p(1� p)n ;du fait de l'indépendan
e mutuelle des Xi.Ainsi limn!+1 rn = 0.6. (a) Pour tout n 2 N� , la variable 
entrée réduite asso
iée à Fn est :S�n = F �n = Fn �E(Fn)pV (Fn) = pn � Fn � ppp(1� p) :D'après le théorème de la limite 
entrée, les Xi étant mutuellement indépendants, 
ette suite devariables aléatoires 
onverge en loi vers la loi normale 
entrée réduite.(b) On a : �(�t�) = 1� �(t�) = �2 :Ainsi, �(t�)� �(�t�) = 1� �:La question n'ayant pas de sens si � > 1, on suppose � < 1. Dans 
e 
as, 1� �2 > 12 , don
 t� > 0, et�t� < 0. Ainsi, en approximant la loi de F �n par la loi normale 
entrée réduite, du fait de la questionpré
édente, on obtient :1� � = P (�t� 6 F �n 6 t�) = P  jFn � pj 6 t� � pp(1� p)pn ! :Cet intervalle n'est pas a

eptable, 
ar il dépend en
ore de p, le paramètre in
onnu. On utilise don
une majoration 
lassique : pp(1� p) 6 12 , qui nous donne une in
lusion d'événements"jFn � pj 6 t� � pp(1� p)pn # � �jFn � pj 6 t�2pn� :Ainsi, on obtient l'inégalitéP �Fn � t�2pn 6 p 6 Fn + t�2pn� = P �jFn � pj 6 t�2pn� > P  jFn � pj 6 t� � pp(1� p)pn ! = 1��:Ainsi, �fn � t�2pn; fn + t�2pn� est un intervalle de 
on�an
e au niveau de 
on�an
e (au moins) 1��de p.Partie IV � Le 
as général1. Soit t 2℄�; �[, et Æ > 0 tel que ℄t� Æ; t+ Æ[�℄�; �[.(a) Soit u 2 R. D'après les résultats sur les séries exponentielles,eÆu = +1Xn=0 Ænunn! don
: eÆu � 1� Æu = +1Xn=2 Ænunn! don
: ��eÆu � 1� Æu�� = �����+1Xn=2 Ænunn! ����� :Or, pour tout N > 2, d'après l'inégalité triangulaire sur les sommes �nies,����� NXn=2 Ænunn! ����� 6 NXn=2 Ænjunjn! ;7



d'où, en passant à la limite, du fait de la 
onvergen
e des séries (séries exponentielles), et de la
ontinuité de la valeur absolue (pour le terme de gau
he), on obtient�����+1Xn=2 Ænunn! ����� 6 +1Xn=2 Ænjunjn! :Ainsi ��eÆu � 1� Æu�� 6 +1Xn=2 Ænjunjn! :(b) On a, pour tout réel u : 0 6 +1Xn=2 Ænjunjn! 6 +1Xn=0 Ænjunjn! = eÆjuj 6 e�Æu + eÆu;puisque dans 
e majorant, un des deux termes est égal à eÆjuj. Ainsi, en multipliant par f(t)etu quiest positif (puisque f est une densité), et en utilisant la majoration de la question 1(a),etu ��eÆu � 1� Æu�� f(u) 6 etu �e�Æu + eÆu� f(u) = �e(t�Æ)u + e(t+Æ)u� f(u):(
) Ce
i étant vrai pour tout Æ > 0, tel que ℄t � Æ; t + Æ[�℄�; �[, et quitte à prendre Æ0 = Æ2 , on peut
hoisir en fait Æ tel que [t � Æ; t+ Æ℄ �℄�; �[. Remarquez qu'un tel Æ existe quel que soit le 
hoix det, puisque ℄�; �[ est un ouvert.Alors LX est dé�ni en t� Æ et en t+ Æ. Autrement dit, les intégralesZ +1�1 e(t�Æ)uf(u) du et Z +1�1 e(t+Æ)uf(u) du
onvergent, don
 aussi l'intégrale Z +1�1 (e(t�Æ)u + e(t+Æ)u)f(u) du:Alors, d'après le théorème de 
omparaison par inégalité des intégrales de fon
tions positives, etd'après la question 1(b), l'intégraleZ +1�1 etu(e du � 1� Æu)f(u) du
onverge absolument, don
 
onverge. De plus, les deux intégralesZ +1�1 etue duf(u) du et Z +1�1 etuf(u) duétant 
onvergentes (
ar t + Æ et t sont dans ℄�; �[), on en déduit que l'intégrale Z +1�1 Æuetuf(u) du
onverge, et 
omme Æ 6= 0, l'intégrale Z +1�1 uetuf(u) du 
onverge.En parti
ulier, pour t = 0, qui est dans ℄�; �[ par hypothèse, on obtient la 
onvergen
e de Z +1�1 uf(u) du,don
 l'existen
e de l'espéran
e de X .2. Soit t 2℄�; �[, et Æ > 0 tel que ℄t� Æ; t+ Æ[�℄�; �[. Soit h 2 R tel que jhj < Æ.(a) Tout d'abord, remarquons que l'énon
é oublie de supposer que h 6= 0 (sans quoi l'énon
é n'a pas desens). Plaçons-nous sous 
ette hypothèse. 8



D'après l'inégalité triangulaire, et par 
onvergen
e de toutes les séries, pour tout u réel,��ehu � 1� hu�� = �����+1Xn=2 hnunn!����� 6 +1Xn=2 jhjnjujnn! = jhj2 +1Xn=2 jhjn�2jujnn! 6 jhj2 +1Xn=2 Ænjujnn! :En multipliant 
ette inégalité par etuf(u) positif, et en la divisant par jhj 6= 0, il vient :����e(t+h)u � etuh � u � etu���� f(u) 6 jhj � etu +1Xn=2 Æn�2jujnn! f(u):Multiplions en
ore 
ette inégalité par Æ2 > 0 :Æ2 ����e(t+h)u � etuh � u � etu���� f(u) 6 jhj �etu +1Xn=2 Ænjujnn! f(u) 6 jhj �etu +1Xn=0 Ænjujnn! f(u) = jhj �etueÆjujf(u):(b) Comme pré
édemment, on peut supposer que t� Æ 2℄�; �[, et t+ Æ 2℄�; �[. Alors t + jÆj 2℄�; �[, etpar 
onséquent, Z +1�1 etuejÆjuf(u) du 
onverge. Alors, on peut aussi intégrer le membre de gau
hede l'inégalité pré
édente, ave
 ou sans valeur absolue,Æ2 ����Z +1�1 �e(t+h)u � etuh � u � etu� f(u) du���� 6 Æ2 Z +1�1 ����e(t+h)u � etuh � u � etu���� f(u) du6 jhj Z +1�1 etuejÆjuf(u) du:Ainsi, toutes les intégrales étant 
onvergentes 
ar t 2℄�; �[, t+ h 2℄�; �[ et d'après la question 1(
),on obtient : ����LX(t+ h)� LX(t)h � Z +1�1 uetuf(u) du���� 6 jhj Z +1�1 etuejÆjuf(u) du:Le membre de droite 
onverge vers 0 lorsque h tend vers 0, don
, d'après le théorème d'en
adrement,limh!0 LX(t+ h)� LX(t)h = Z +1�1 uetuf(u) du:Ainsi, LX est dérivable en t et L0X(t) = Z +1�1 uetuf(u) du:3. On note  (t) = ln(LX(t)).(a) La fon
tion LX est dé�nie sur ℄�; �[. De plus, elle est positive, en tant qu'intégrale de fon
tionpositive. De plus, étant donné t 2℄�; �[, puisquelimA!�1 Z +1A f(u) du = 1;il existe A 2 R tel que Z +1A f(u) du > 12 :Alors Z +1A etuf(u) du > etA Z +1A f(u) > etA2 :Don
 LX est stri
tement positive sur ℄�; �[, don
 lnLX est bien dé�nie sur ℄�; �[. Don
 le domainede dé�nition de  est ℄�; �[.(b) Comme LX est deux fois dérivable d'après la question 2, il en est de même de  , par 
ompositionde fon
tions deux fois dérivables, et, pour tout t 2℄�; �[ :9



�  0(t) = L0X(t)LX(t) = Z +1�1 uetuf(u) duZ +1�1 etuf(u) du ;�  00(t) = L00X(t)LX(t)� (L0X(t))2LX(t)2 = �Z +1�1 u2etuf(u) du��Z +1�1 etuf(u) du���Z +1�1 uetuf(u) du�2�Z +1�1 etuf(u) du�2(
) � Tout d'abord, 
ette intégrale est bien 
onvergente, 
ar, si Æ > 0 est 
hoisi de sorte que [t�Æ; t+Æ℄ �℄�; �[, au voisinage de +1, g(t)h(t) = o(etÆ), et la 
onvergen
e de Z etÆetuf(u) du assure alors la
onvergen
e absolue en +1 de l'intégrale dé�nissant hg; hi. De même en �1 ave
 e�Æt.� La symétrie et la bilinéarité sont évidentes (inutile de pré
iser davantage à 
e stade de la 
opie),ainsi que la positivité.� Soit g polynomiale telle que Z +1�1 g(u)2etuf(u) du = 0. Attention, f n'est pas for
ément 
ontinue,mais seulement presque partout 
ontinue. On ne peut don
 pas utiliser le raisonnement habituel.Soit x1; : : : ; xk les points de dis
ontinuité de f , indexés de sorte que x1 < � � � < xk . Posonsx0 = �1 et xk+1 = +1. On a alorsZ +1�1 g(u)2etuf(u) du = kXi=0 Z xi+1xi g(u)2etuf(u) du:Or, 
ha
une des intégrales de 
ette somme est positive, don
, pour que la somme puisse être nulle,il faut que 
ha
une de 
es intégrales soit nulle.De plus, on a aussi kXi=0 Z xi+1xi f(u) du = Z +1�1 f(u) du = 1;don
 il existe i tel que Z xi+1xi f(u) du 6= 0, don
 tel que f ne soit pas nulle sur [xi; xi+1℄.Or, sur [xi; xi+1℄, u 7! g(u)2etuf(u) est positive et 
oninue, don
 est nulle, puisque son intégrale estnulle. Comme f n'est pas nulle sur 
et intervalle, et 
oninue, il existe un intervalle ℄a; b[�℄xi; xi+1[sur lequel f ne s'annule pas. Par 
onséquent, g est identiquement nulle sur ℄a; b[. Ainsi, la fon
tionpolynomiale g admet une in�nité de ra
ines, don
 est nulle. Ainsi, h ; i est dé�nie.Il s'agit don
 d'un produit s
alaire. D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, il vient alorsZ +1�1 u2etuf(u) du Z +1�1 etuf(u) du = kXk2k1k2 > hX; 1i2 = �Z +1�1 uetuf(u) du�2 :De plus, les polyn�mes 1 et X n'étant pas 
olinéaires, 
ette inégalité est stri
te. Ainsi,  00 eststri
tement positive sur ℄�; �[, don
  0 est stri
tement 
roissante sur ℄�; �[.Une fon
tion 
roissante admet des limites (�nies ou in�nies) à gau
ge et à droite en tous points,don
  0 admet une limite (à droite) L1(�) en � et une limite (à gau
he) L1(�) en �.De plus,  0(0) = Z +1�1 uf(u) du = E(X) = m.(d) L'expression de  0 montre que  0 est positive sur ℄�; �[, don
 que  est 
roissante, et don
, 
ommepré
édemment,  admet en � (respe
tivement en �) une limite (�nie ou in�nie) L0(�) (respe
tive-ment L0(�)).4. La fon
tion `a est dé�nie sur ℄�; �[, et de 
lasse C2, 
omme 
omposée et somme de fon
tions de 
lasse C2.On a : 8t 2℄�; �[; `0a(t) = a�  0(t):10



� Si L1(�) 6 a, alors, puisque  0 est stri
tement 
roissante sur ℄�; �[, et que L1(�) est sa limite en �, onen déduit que  0(t) < a pour tout t 2℄�; �[. Ainsi,8t 2℄�; �[; `0a(t) > 0;Don
 `a est stri
tement 
roissante sur ℄�; �[ :x`a0(x)`a(x)
� �+a�� L0(�) a� � L0(�)� Si L1(�) > a, alors, puisque  0 est stri
tement 
roissante sur ℄�; �[, et que L1(�) est sa limite en �, onen déduit que  0(t) > a pour tout t 2℄�; �[. Ainsi,8t 2℄�; �[; `0a(t) < 0;Don
 `a est stri
tement 
roissante sur ℄�; �[ :x`a0(x)`a(x)
� �+a�� L0(�) a� � L0(�)� Si L1(�) < a < L1(�), puisque  0 est 
ontinue sur ℄�; �[, de limites L1(�) en � et L1(�) en �, d'après lethéorème des valeurs intermédiaires, il existe t0 tel que  0(t0) = 0. Puisque  0 est stri
tement 
roissante,
e t0 est unique, et pour tout t < t0,  0(t) < a, et pour tout t > t0 ;  0(t) > a. On obtient don
 letableau suivant pour `a x`a0(x)`a(x)
� t0 �+ 0 �a�� L0(�) h(a) a� � L0(�)5. Pour tout a réel, on pose : h(a) = supt2℄�;�[ `a(t): On suppose désormais que L1(�) < a < L1(�).D'après 
e qui pré
ède, t0 est tel que  0(t0) = a, et  0 étant stri
tement 
roissante, don
 bije
tive surson image, on peut é
rire t0 = ( 0)�1(a). Ainsi, d'après le tableau de variations 
orrespondant au 
asL1(�) < a < L1(�), h(a) = `a(t0) = `a(( 0)�1(a)) = a( 0)�1(a)�  (( 0)�1(a)):6. On a par hypothèse O 2℄�; �[, et de plus, 0(0) = L0X(0)LX(0) = m1 = m;d'après la question 1(
) pour L0X(0), et puisque f est une densité, pour LX(0). Ainsi, en utilisant lethéorème des valeurs intermédiaires pour  0, 
omme plus haut,11



� si a > m,  0(0) � a et L1(�) � a n'ont pas même signe, don
 il existe une valeur 
 2℄0; �[ telle que 0(
) = a, et par uni
ité de t0, 
 = t0. Ainsi, `a atteint son maximum sur ℄0; �[, don
h(a) = supt2℄0;�[(at�  (t)):� Si a < m, de même,  0 prend la valeur a sur l'intervalle ℄�; 0[, et 
e
i for
ément au point t0, don
t0;2℄�; 0[, puis h(a) = supt2℄�;0[(at�  (t)):7. Supposons a > m. D'après la question II-2(b), appliquée à s = nt0 > 0 (
at t0 > 0 d'après la questionpré
édente, dans 
e 
as), P �Snn > a� 6 e�as �'� sn��n ;et, ave
 les notations du IV,P �Snn > a� 6 e�as �LX � sn��n = e�asen lnLX( sn ) = e�n(at0� (t0)) = e�n(`a(t0)) = e�nh(a)De la même façon, si a < m, en utilisant la question II-3(b) appliquée à s = nt0, qui est stri
tementnégatif dans 
e 
as, on obtient : P �Snn 6 a� 6 e�nh(a)8. Soit " > 0. Puisque m � " < m et m + " > m, en appliquant la question pré
édente aux deux valeursa = m� " et a = m+ ", on obtient :P �����Snn �m���� > "� = P �Snn 6 m� "�+P �Snn > m+ "� 6 e�nh(m�")+e�nh(m+") 6 2e�nmin(h(m�");h(m+")):
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