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ée La Bruyère, Versailles 2008/2009ECS 2 � Mathématiques Corre
tion de l'Interrogation no 11. Soit E un espa
e ve
toriel sur K , et f un endomorphisme de E.� On dit que � 2 K est valeur propre de f s'il existe un ve
teur x non nul de E tel que f(x) = �x, ou, de manièreéquivalente, si Ker(f � �id) 6= f0g.� On dit que x 2 E est un ve
teur propre de f asso
ié à la valeur propre � si x est non nul et f(x) = �x.� Le sous-espa
e propre asso
ié à la valeur propre � est E� = Ker(f � �id).2. Soit �1; : : : ; �n les valeurs propres de f .Soit, pour tout k dans [[1; n℄℄, la propriété P(k): la somme E�1 + � � �+E�k est dire
te..La propriété P(1) est trivialement vraie, puisqu'il n'y a qu'un espa
e dans la somme.Soit k 2 [[1; n�1℄℄ tel que P(k) soit vrai. Alors, soit x 2 E�k+1 \(E�1 �� � ��E�k ). Alors, il existe x1 2 E�1 ; : : : ; xk 2E�k tels que x = x1 + � � �+ xk:L'appli
ation f étant linéaire, et par dé�nition des sous-espa
es propres, il vient :f(x) = f(x1) + � � �+ f(xk) = �1x1 + � � �+ �kxk :D'autre part, puisque x 2 E�k+1 , on a aussif(x) = �k+1x = �k+1(x1 + � � �+ xk):De 
es deux expressions, on déduit : (�k+1 � �1)x1 + � � �+ (�k+1 � �k)xk = 0Or, 
haque (�k+1 � �i)xi est dans E�i , et la somme des E�i , i 2 [[1; k℄℄, étant dire
te, 
ette expression ne peut êtrenulle que si pour tout i 2 [[1; k℄℄, (�k+1 � �i)xi = 0, et don
 xi = 0, puisque �k+1 6= �i. Ainsi, x = 0.On en déduit que E�k+1 \ E�1 � � � � �Elk = f0g, ainsi, la somme E�1 + � � �+E�k+1 est dire
te.Par 
onséquent, P(1) est vraie, et pour tout k dans [[1; n � 1℄℄, P(k) entraîne P(k + 1). D'après le prin
ipe deré
urren
e, P(k) est vraie pour tout k dans [[1; n℄℄.3. Soit f un endomorphisme d'un espa
e E de dimension �nie. Alors f est diagonalisable si et seulement siX�2Spe
(f)dimE� = dimE:En parti
ulier, si f n'a qu'une valeur propre �, f est diagonalisable si et seulement si dimE� = dimE, don
 siKer(f � �id) = E, don
 si f = �id. Ainsi, si f n'a qu'un valeur propre, f est diagonalisable si et seulement si f estune homothétie.4. Vrai ou faux ? (Corriger en 
as d'erreur)(a) Soit f un endomorphisme de E. Alors, si f est inje
tif, f est un automorphisme.FAUX ! Il faut que E soit de dimension �nie.(b) La somme E + F +G est dire
te si et seulement si E \ F = F \G = f0g.FAUX ! Il faut E \ F = f0g et G \ (E + F ) = f0g, 
e qui est un peu plus fort.(
) Il n'est pas né
essaire que F soit de dimension �nie pour utiliser le théorème du rang sur une appli
ationf 2 L(E;F ).VRAI(d) Si p est un polyn�me annulateur de u, ra
(P ) = Spe
(u).FAUX ! On n'a qu'une in
lusion Spe
(u) � ra
(P ).5. Les 
olonnes de la matri
e C véri�ent la relation C1 = 2C2�2C3. Ainsi, elles ne forment pas une famille libre. Don
rg(C) 6 2. De plus, les deux premières 
olonnes sont non 
olinéaires, don
 rgC > 2. Par 
onséquent, rg(C) = 2.Le rang d'une matri
e est au plus égal à son nombre de 
olonnes et à son nombre de lignes. Ainsi, rg(A) 6 2 etrg(B) 6 2. De plus, puisque C = AB, on a rg(A) > rg(C) = 2, et rg(B) > rg(C) = 2 (multiplier par une matri
ene peut pas augmenter le rang). Ainsi, rg(A) = rg(B) = 2.6. Je 
ommen
e par une première remarque : u possédant n valeurs propres, n étant la dimension de E, u estdiagonalisable, et 
haque espa
e propre est de dimension 1. Si on note �1; : : : �n les n valeurs propres, on a don
E = E�1 � � � � �E�n :1



� Supposons que v 2 L(E) véri�e u Æ v = v Æ u. Soit alors x un ve
teur propre de u, asso
ié à une valeur propre �.On a alors : u(v(x)) = v(u(x)) = v(�x) = �v(x):Ainsi, v(x) 2 El. Or, d'après la remarque préliminaire, E� est de dimension 1. Ainsi, v(x) et x sont 
olinéaires,et 
omme x 6= 0, il existe � tel que v(x) = �x. Ainsi, x (non nul) est un ve
teur propre de v, asso
ié à la valeurpropre �.� Ré
iproquement, supposons que tout ve
teur propre de u soit ve
teur propre de v. Soit x dans E. CommeE = E�1 � � � � �E�n :, il existe x1 2 E�1 ; : : : ; xn 2 E�n tels que x = x1 + � � �+ xn:Or, pour tout i 2 [[1; n℄℄, xi, s'il est non nul, est un ve
teur propre de u, don
 aussi de v, asso
ié à une 
ertainevaleur propre �i, et don
 v(xi) = �ixi. Une telle relation est vraie aussi si xi = 0, pour n'importe quelle valeurde �i. Alorsv(u(xi)) = v(�ixi) = �iv(xi) = �i�ixi et u(v(xi)) = u(�ixi) = �iu(xi) = �i�ixi:Ainsi, v(u(xi)) = u(v(xi)). Par 
onséquent,v Æ u(x) = nXi=1 v(u(xi)) = nXi=1 u(v(xi)) = u Æ v(x1 + � � �+ xn) = u Æ v(x):Cette relation étant vraie pour tout x 2 E, v Æ u = u Æ v.7. (a) Soit � 2 R. La matri
e M1 � �I2 est non inversible si et seulement si det(M1 � �I2) = 0. Ordet(M1 � �I2) = �����3� � 1�2 ������ = �(3 + �) + 2 = �2 + 3�+ 2 = (� + 1)(�+ 2):Ainsi, Spe
(M1) = f�2;�1g. Comme M1, matri
e d'ordre 2, admet 2 valeurs propres distin
tes, elle estdiagonalisable. De plus E�1 et E�2 sont de dimension 1. Or :� M1+ I2 = ��2 1�2 1� ; les 
olonnes de 
ette matri
e véri�ent C1+2C2 = 0, don
 �12� 2 E�1, et 
omme E�1est de dimension 1, ��12�� en est une base.� M1+2I2 = ��1 1�2 2� ; les 
olonnes de 
ette matri
e véri�ent C1+C2 = 0, don
 �11� 2 E�2, et 
omme E�2est de dimension 1, ��11�� en est une base.Ainsi, la base ��12� ;�11�� est une base de diagonalisation, et en posant P = �1 12 1�, et D = ��1 00 �2�,on a la relation M1 = PDP�1.(b) Soit � 2 R. La matri
e M2 � �I2 est non inversible si et seulement si det(M2 � �I2) = 0. Ordet(M2 � �I2) = ����1� � 1�1 3� ����� = (1� �)(3� �) + 1 = 4� 4�+ �2 = (�� 2)2:Ainsi, M2 admet pour unique valeur propre 2. Comme M2 n'est pas la matri
e d'une homothétie, on en déduitque M2 n'est pas diagonalisable.(
) E�e
tuons un pivot de Gauss sur la matri
e M3 � �I3.M3 � �I3 = 0�1� � 1 �12 �� 01 �1 1� �1A �! 0� 1 �1 1� �2 �� 01� � 1 �1 1AL1 $ L3�! 0�1 �1 1� �0 2� � 2�� 20 2� � ��2 + 2�� 21A L2  L2 � 2L1L3  L3 � (1� �)L1 �! A� = 0�1 �1 1� �0 2� � 2�� 20 0 ��2 1AL3  L3 � L2La matri
e M3 � �I3 est non inversible si et seulement la matri
e Al est non inversible. Or 
ette matri
e esttriangulaire supérieure, don
 elle est non inversible si et seulement si un de ses 
oe�
ients s'annule, don
 si� = 0 ou � = 2. Ainsi, Spe
(M3) = f0; 2g. De plus� rgA0 = rg0�1 �1 10 2 �20 0 0 1A = 2, don
 dimE0 = 3� 2 = 1 ;� rgA2 = rg0�1 �1 �10 0 20 0 �41A = 2, don
 dimE2 = 3� 2 = 1 ;Ainsi, dimE0 + dimE2 6= 3, don
 M3 n'est pas diagonalisable.2


