
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 6 septembre 2008.ECS 2 � Mathématiques Devoir surveillé no 1 � 4 heuresLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre
Exerie � (D'après ESCL 1993)Soit E un espae vetoriel réel. On note L(E) l'espae vetoriel des endomorphismes de E, et id l'endomorphismeidentité de E.Pour tout ' de L(E), on note '0 = id, '1 = ', et pour tout entier naturel n tel que n > 2, 'n = 'n�1 Æ '.Soient :� p et q deux éléments de L(E) non nuls et tels que p+ q = id,� a et b deux réels distints et non nuls� f un élément de L(E) tel que f = ap+ bq et f2 = a2p+ b2q.1. (a) Montrer que (f � a � id) Æ (f � b � id) = (f � b � id) Æ (f � aid) = 0.(b) Montrer que f � a � id = (b� a)q et que f � b � id = (a� b)p.() En déduire que p Æ q = q Æ p = 0(d) Montrer que p et q sont des projeteurs de E.2. Prouver que pour tout n 2 N, fn = anp+ bnq.3. (a) Caluler f Æ � 1a � p+ 1b � q�.(b) Montrer que f est un isomorphisme, et exprimer f�1 en fontion de p, q, a et b.() Exprimer (f�1)n en fontion de p, q, a, b et n.4. (a) Déterminer l'ensemble S = f�1; �2g des valeurs propres de f(b) Montrer que Ker(f � �1id)�Ker(f � �2id) = E. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

1



Problème 1 � (ESCL 2001) � Endomorphismes yliquesRappelPour tout entier n > 1, l'équation zn = 1, d'inonnue z appartenant à C , admet exatement n raines omplexesdistintes, qui sont : 1; ei �; : : : ; ei(n�1)�; ave � = 2�n :Dé�nitionsSoit E un espae vetoriel sur C .� On note idE l'appliation identique de E.� Pour tout endomorphisme f de E, on note f0 = idE, et pour tout entier naturel k, fk+1 = fk Æ f .� Soit p 2 N� . On dit qu'un endomorphisme f de E est ylique d'ordre p s'il existe un élément x0 de Evéri�ant les trois onditions suivantes :(i) fp(x0) = x0(ii) la famille (x0; f(x0); : : : ; fp�1(x0)) est génératrie de E(iii) la famille (x0; f(x0); : : : ; fp�1(x0)) est onstituée d'éléments deux à deux distints.La famille (x0; f(x0); : : : ; fp�1(x0)) est alors appelée un yle de f .Partie I � Etude d'un exempleDans ette partie, E est un espae vetoriel sur C de dimension 3, et B = (e1; e2; e3) est une base de E.On onsidère l'endomorphisme f de E dont la matrie assoiée dans la base B est :A = 0B� 1 2 21 1 2�2 �2 �31CA :1. Véri�er que (e1; f(e1); f2(e1)) est une base de E, et déterminer la matrie assoiée à f relativement àette base.2. Montrer que f est ylique d'ordre 4, et que (e1; f(e1); f2(e1); f3(e1)) est un yle de f .3. Montrer que f4 = idE .4. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E onstituée de veteurs propres de f .Partie II � Cas généralDans ette partie, E est un espae vetoriel sur C de dimension n, et on onsidère un endomorphisme f de Eylique d'ordre p.Soit (x0; f(x0); : : : ; fp�1(x0)) un yle de f .1. Montrer que p > n2. Montrer que fp = idE . En déduire que f est bijetive.3. On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille(x0; f(x0); : : : ; fk�1(x0))est libre.(a) Montrer que fm(x0) est ombinaison linéaire des m veteurs x0; f(x0); : : : ; fm�1(x0).2



(b) Montrer, par réurrene, que pour tout entier naturel k supérieur ou égal à m, le veteur fk(x0) estombinaison linéaire des m veteurs x0; f(x0); : : : ; fm�1(x0).() En déduire que m = n et que la famille (x0; f(x0); : : : ; fm�1(x0) est une base de E.4. On note a0; a1; : : : ; an�1 les n nombres omplexes tels que :fn(x0) = a0x0 + a1f(x0) + a2f2(x0) + � � �+ an�1fn�1(x0):(a) On onsidère l'endomorphisme g de E dé�ni par :g = a0idE + a1f + a2f2 + � � �+ an�1fn�1:Montrer : 8k 2 N; g(fk(x0)) = fn+k(x0):En déduire : fn = a0idE + a1f + a2f2 + � � �+ an�1fn�1:(b) Déterminer la matrie assoiée à f relativement à la base(x0; f(x0); : : : ; fn�1(x0))à l'aide des oe�ients a0; a1; : : : ; an�1.() Montrer : 8� 2 C ; rg(f � �idE) > n� 1.En déduire que les sous-espaes propres de f sont de dimension 1.5. On suppose dans ette question que f est ylique d'ordre n (et dimE = n). Soit (x0; f(x0); : : : ; fn�1(x0))un yle de f .(a) Montrer que si un nombre omplexe � est valeur propre de f , alors �n = 1.(b) Déterminer la matrie assoiée à f relativement à la base (x0; f(x0; : : : ; fn�1(x0)).() Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E onstituée de veteurs propres de f .Problème 2 �Le but de e problème est d'étudier une déomposition en produit de deux matries d'une ertaine matrie arréed'ordre 3.Soit C = 0B� 8 2 �22 5 4�2 4 5 1CA. On note f l'endomorphisme de R3 anoniquement assoié à C.
Partie I � Sous-espaes dé�nis par f1. Quel est le rang de C ? de f ? Quelle est la dimension du noyau de f ?2. Déterminer une base de Ker f .3. Déterminer une base de Im f .4. Montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires dans R3 .5. Construire, à l'aide des bases de Im f et Ker f , une base B de R3 dans laquelle on exprimera la matriede f . Véri�er que ette matrie est diagonale.6. Justi�er que Im f = Ker(f � 9id). 3



Partie II � Étude d'une déomposition de C en produit de deux matries1. (a) En exprimant la première ligne de C omme ombinaison linéaire de ses deux autres lignes, trouverdeux matries A 2M3;2(R) et B 2M2;3(R) telles que A � B = C.(b) Caluler BA.Dans la �n du problème, A et B désignent deux matries quelonques respetivement dans M3;2(R) et dansM2;3(R), véri�ant AB = C. On désigne par g et h les appliations linéaires dans L(R2 ;R3 ) et L(R3 ;R2 )anoniquement assoiées respetivement à A et B. On herhe à généraliser le résultat de la question III � 1b.2. Étude de l'inversibilité de BA.(a) Justi�er que rg(A) = rg(B) = 2.(b) En déduire que Im g = Im f .() Montrer que Ker(h Æ g) � Ker(g).(d) En déduire que rg(h Æ g) = 2 puis que BA est inversible.3. Calul de BA(a) Soit x 2 R2 . Montrer que x 2 Ker(h Æ g � 9id) si et seulement si g(x) 2 Ker(f � 9id).(b) En déduire que BA = 9I2.
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