
Ly
ée La Bruyère, Versailles Samedi 11 o
tobre 2008.ECS 2 � Mathématiques Devoir surveillé no 2 � 4 heuresLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre
Exer
i
e 1 � (EDHEC 2003)Pour toute matri
e A de M3(R), on note tA la matri
e transposée de A, et tr(A) la tra
e de A, 
'est-à-direla somme des éléments diagonaux de A. On note I la matri
e unité de M3(R) et on 
onsidère la matri
e J ,élément de M3(R) dé�nie par : J = 0B�0 1 00 0 10 0 01CA :À tout 
ouple (A;B) de M3(R) �M3(R), on asso
ie le réel hA;Bi = tr( tAB).1. Montrer que l'on dé�nit ainsi un produit s
alaire sur M3(R).Dans toute la suite, on se pla
e dans l'espa
e eu
lidien M3(R) muni de 
e produit s
alaire.2. Montrer que (I; J; J2) est une famille orthogonale.3. On note E le sous-espa
e ve
toriel de M3(R) engendré par (I; J; J2).(a) Déterminer une base orthonormale de E, notée (K0;K1;K2), telle que, pour tout i 2 f0; 1; 2g, Kisoit proportionnelle à J i (ave
 bien sûr J0 = I).(b) Soit A une matri
e quel
onque de M3(R) dont le terme situé à l'interse
tion de la i-ème ligne et dela j-ème 
olonne est noté ai;j .Pour tout i de f0; 1; 2g, déterminer hKi; Ai en fon
tion de 
ertains des éléments de A.(
) On note p la proje
tion orthogonale sur E. Exprimer p(A) en fon
tion de K0, K1, K2 et de 
ertainséléments de A.(d) En déduire une base de Ker p.
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Exer
i
e 2 � (d'après EDHEC 2002)Dans tout l'exer
i
e, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2. On note Id l'appli
ation identique de Rn .1. Étude des symétries de RnSoient F1 et F2 deux sous-espa
es ve
toriels de Rn , non réduits au seul ve
teur nul, et supplémentaires,
'est-à-dire tels que Rn = F1 � F2.On appelle symétrie par rapport à F1 parallèlement à F2, l'endomorphisme s de Rn dé�ni pour tout x deRn tel que x = x1 + x2 (ave
 x1 2 F1 et x2 2 F2) par s(x) = x1 � x2.Dans les trois premières questions, on 
onsidère une telle symétrie, notée s.(a) i. Montrer que : 8x 2 F1; s(x) = x�ii. En déduire que Ker(s� Id) = F1.(b) i. Montrer que : 8x 2 F2; s(x) = �x.ii. En déduire que Ker(s+ Id) = F2.(
) Utiliser les questions pré
édentes pour montrer que s est diagonalisable, et donner une forme possiblede la matri
e de s relativement à une base de Rn 
onstituée de ve
teurs propres de s.(d) Ré
iproquement, montrer qu'une telle matri
e est la matri
e d'une symétrie.(e) Montrer que s est une symétrie si et seulement si s Æ s = Id.2. Symétries orthogonalesOn 
onsidère maintenant Rn muni de sa stru
ture eu
lidienne usuelle dans lequel le produit s
alaire
anonique est noté h�; �i.Soit F un sous-espa
e ve
toriel de Rn , non réduit au seul ve
teur nul, et di�érent de E. Soit s la symé-trie orthogonale par rapport à F (
'est-à-dire la symétrie par rapport à F parallèlement à F?), et p laproje
tion orthogonale sur F .(a) Montrer que s = 2p� Id.(b) En déduire , si (u1; : : : ; up) est une base orthonormale de F , une expression de x en fon
tion de x,des ve
teurs ui, et des s
alaires hx; uii.(
) Dans 
ette question, on suppose que n = 3, et que F est la plan d'équation x� 2y + 3z = 0.i. Déterminer une base orthonormale de F .ii. En déduire la matri
e N relativement à la base 
anonique de R3 de la symétrie orthogonale parrapport à F .(d) Mêmes questions ave
 n = 4 et F l'hyperplan engendré par les ve
teurs (2; 1; 0; 0), (�1; 0; 1; 0) et(3; 0; 0; 1).3. ProgrammationOn se pla
e 
ette fois-
i dans R4 , muni de son produit s
alaire 
anonique, toujours noté h�; �i.(a) Que faut-il rajouter dans l'entête d'un programme en Pas
al pour pouvoir passer un ve
teur deR4 , sous la forme d'une matri
e d'une ligne et 4 
olonnes, en paramètre d'une pro
édure ou d'unefon
tion ?(b) É
rire une fon
tion prenant en paramètre deux ve
teurs X et Y de R4 et 
al
ulant hX;Y i.(
) É
rire une fon
tion prenant en paramètre un ve
teur X de R4 et 
al
ulant sa norme kXk.(d) É
rire une pro
édure prenant en paramètre une famille de trois ve
teurs (X;Y; Z) de R4 (famille quel'on supposera libre), et transformant 
ette famille en une famille orthonormale engendrant le mêmesous-espa
e.(e) É
rire une pro
édure prenant en paramètre trois ve
teurs X , Y , Z de R4 et 
al
ulant dans unquatrième paramètre dont on pré
isera le type la matri
e de la symétrie orthogonale par rapport àl'hyperplan engendré par la famille (X;Y; Z) (que l'on supposera libre)2



Problème � (EML 2002)Soit E un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension n, dont le produit s
alaire est noté h�; �i. L'obje
tif du problèmeest d'étudier les endomorphismes u de E tels que :8x 2 E; hu(x); xi = 0:Les endomorphismes véri�ant 
ette propriété sont appelés endomorphismes antisymétriques.Partie I � Étude d'un exempleDans 
ette partie, E est l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�mes à 
oe�
ients réels, de degré inférieur ou égalà 2. On rappelle que (1; X;X2) est une base de E. On 
onsidère l'appli
ation ' : E2 ! R dé�nie pour tout
ouple d'éléments de E par : '(P;Q) = P (O)Q(O) + P (1)Q(1) + P (�1)Q(�1):1. Véri�er que ' est un produit s
alaire.Dans 
ette première partie, on 
onsidère E muni de 
e produit s
alaire.2. On 
onsidère l'endomorphisme u de E dé�ni pour tout P de E par :u(P ) = 2P 0(O)X2 � (P (1) + P (�1))X:(a) Véri�er : 8P 2 E; 2P 0(0)� P (1) + P (�1) = 0.(b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de l'espa
e ve
toriel eu
lidien E.3. Soient P1 = 12 (X2 +X) et P2 = 12u(P1).(a) Véri�er que P1 est un ve
teur propre de u2, et que la famille (P1; P2) est orthonormale.(b) Déterminer une base de Keru.(
) Déterminer une base orthonormale B de E, et un nombre réel a tel que la matri
e asso
iée à urelativement à 
ette base soit 0B�0 �a 0a 0 00 0 01CA :
Partie II � Cara
térisation des endomorphismes antisymétriquesSoit u un endomorphisme de E.1. Pour tout 
ouple (x; y) de E2, développer hu(x+ y); x+ yi.En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si :8(x; y) 2 E2; hu(x); yi = �hx; u(y)i:2. On suppose dans 
ette question que la dimension n de E est non nulle. Soient B = (e1; : : : ; en) une baseorthonormale de E et M = (mi;j)16i;j6n la matri
e asso
iée à u relativement à la base B.(a) Montrer : 8(i; j) 2 [[1; n℄℄2; mi;j = hei; u(ej)i.(b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si la mtri
e M asso
iée à urelativement à la base B véri�e tM = �M . 3



Partie III � Propriétés générales des endomorphismes antisymétriquesSoit u un endomorphisme antisymétrique non nul de E. On pourra utiliser la 
ara
térisation obtenue dans laquestion II-1.1. Soit � un nombre réel. Montrer que si � est valeur propre de u, alors � = 0.2. Montrer que Imu et Keru sont orthogonaux et supplémentaires dans E.En déduire que Keru = Keru2.3. Montrer que u2 est un endomorphisme symétrique de E (
'est-à-dire véri�ant pour tout (x; y) de E2,hu(x); yi = hx; u(y)i) et que toute valeur propre de u2 est négative ou nulle.4. (a) Montrer que u2 admet au moins une valeur propre non nulle (on admettra que tout endomorphismesymétrique est diagonalisable).Soient x un ve
teur propre de u2 asso
ié à une valeur propre non nulle, et F le sous-espa
e ve
toriel deE engendré par (x; u(x)).(b) Montrer que F est un plan ve
toriel stable par u.(
) Montrer que F? est stable par u.On munit F? du produit s
alaire h�; �i1 dé�ni pour tout 
ouple (x; y) d'éléments de F? par hx; yi1 = hx; yi(restri
tion du produit s
alaire de E).On dé�nit l'endomorphisme u1 de F? par : 8x 2 F?; u1(x) = u(x).(d) Montrer que u1 est un endomorphisme antisymétrique de F? et que l'on a :Imu = F � Imu1:5. Montrer que le rang d'un endomorphisme symétrique est pair. On pourra faire une ré
urren
e sur ladimension de E.Partie IV � Appli
ationDans 
ette dernière partie, E est un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension 4, et B = (e1; e2; e3; e4) est unebase orthonormale de E.Soit u l'endomorphisme de E asso
ié, relativement à la base B, à la matri
eA = 0BBB� 0 4 1 �1�4 0 �1 �1�1 1 0 �51 1 5 0 1CCCA1. Montrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E. Véri�er que le ve
teur f1 = e1 + e2 � e3 estve
teur propre de u2.2. Soit F le sous-espa
e ve
toriel de E engendré par la famille (f1; u(f1)). Déterminer une base orthonormalede F et une base orthonormale de F?.3. En déduire une base orthonormale B0 de E et deux nombres réels a et b tels que la matri
e asso
iée à urelativement à B0 soit : 0BBB�0 �a 0 0a 0 0 00 0 0 �b0 0 b 0 1CCCA :
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