
Lyée La Bruyère, Versailles Lundi 15 déembre 2008.ECS 2 � Mathématiques Conours blan no 1 � Épreuve no 1Épreuve type HECAvertissement !Cette épreuve est imposée aux 10 premiers élèves du lassement provisoire.Cette épreuve est interdite aux 10 derniers élèves du lassement provisoire.Les autres élèves ont le hoix entre ette épreuve et l'épreuve de type ESC.Toute opie ne respetant pas es ontraintes de hoix ne sera pas orrigée.La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème � (ESCP 1997)Le problème traite de quelques propriétés des polyn�mes de Hermite qui onstituent une famille orthogonalepour un ertain produit salaire qui sera étudié dans e problème.On notera R[X ℄ (resp. Rn [X ℄) l'espae vetoriel des polyn�mes à oe�ients réels (resp. l'espae vetoriel despolyn�mes de degré inférieur ou égal à n) y ompris le polyn�me nul.Pour tout entier naturel k le polyn�me Xk se onfond ave la fontion polynomiale réelle x 7! xk, en partiulierX0 est la fontion onstante égale à 1.On notera [x℄ la partie entière d'un réel x.En�n on rappelle que Z +1�1 e� x22 dx = p2�:Partie I � Trois résultats utiles par la suite1. (a) Pour tout entier naturel n, justi�er la onvergene de l'intégraleIn = 1p2� Z +1�1 xne� x22 dx:(b) Établir, pour tout entier n > 2, l'égalité : In = (n� 1)In�2() Soit n un entier naturel. Donner la valeur de I2n+1 et montrer que I2n = (2n)!2nn! .(d) Pour toute fontion polynomiale P , justi�er la onvergene de l'intégrale1p2� Z +1�1 P (x)e� x22 dx:1



2. On rappelle que si une suite de terme général vn est telle que les deux sous-suites de termes généraux v2net v2n+1 onvergent vers le même réel `, alors la suite (vn) est elle-même onvergente de limite `.Soit C un réel positif. Pour tout entier naturel n, on pose un = Cn�n2 �!(a) Déterminer limn!+1 C2nn! . En déduire la limite de la suite (un)n2N.(b) Montrer que la série de terme général u2k + u2k+1 (où k 2 N) onverge et donner sa somme.() En déduire la onvergene de la série de terme général un et la valeur de +1Pn=0un.3. Soit a un réel stritement positif et soit g une fontion réelle indé�niment dérivable sur [�a; a℄ pourlaquelle il existe un réel positif K tel que, pour tout entier n :maxt2[�a;a℄ jg(n)(t)j 6 Knn!�n2 �!(a) Montrer que pour tout � 2 [�a; a℄, limn!+1 Z �0 (�� t)nn! g(n+1)(t)dt = 0:(b) En déduire l'égalité suivante, valable pour tout � 2 [�a; a℄ :g(�) = +1Xn=0 g(n)(0)n! �n:Quelle simpli�ation obtient-on si g oïnide sur [�a; a℄ ave une fontion polynomiale de degré d ?Partie II � Les polyn�mes de Hermite1. Montrer que l'appliation (P;Q) 7! hP;Qi = 1p2� Z +1�1 e� x22 P (x)Q(x) dxest un produit salaire sur R[X ℄. On notera k � k la norme assoiée.Ainsi, si n est un entier naturel, la restrition de e produit salaire aux polyn�mes de degré au plus nfait de (Rn [X ℄; h�; �i) un espae eulidien.2. À l'aide de la base (1; X;X2; X3), onstruire une base orthogonale de (R3 [X ℄; h�; �i) formée de polyn�mesdont le oe�ient de plus haut degré est 1.Soit g l'appliation dé�nie pour tout x de R par g(x) = e� x22 . Pour tout entier naturel n, on onsidère l'appli-ation Hn de R dans R dé�nie pour tout réel x par :Hn(x) = (�1)ne x22 g(n)(x);où, selon l'usage, f (n)(x) désigne la valeur en x de la dérivée n-ième de f (en partiulier f (0)(x) = f(x)).3. (a) Pour tout réel x, aluler H0(x), H1(x), H2(x), H3(x).(b) Soit n 2 N� . Établir les relations Hn+1 = XHn � nHn�1 (1)H 0n = nHn�1 (2)Pour établir (1), on pourra remarquer que g(n+1)(x) = h(n)(x), où h : x 7! �xg(x).() Montrer que pour tout n 2 N, Hn est une fontion polynomiale dont on préisera en fontion de n,le degré, la parité et le oe�ient de plus haut degré.2



4. ProgrammationOn dispose du type Poly= array[0..20℄ of integer;On nommera de la même façon un polyn�me de degré au plus 20 et la variable de type Poly obtenue enstokant dans la ase numéro k, 0 6 k 6 20, le oe�ient de Xk du dit polyn�me.(a) Érire une proédure PASCAL nommée MULTIX, qui prend en paramètre deux variables P et Qde type Poly et qui stoke dans Q les oe�ients du polyn�me XP , P étant un polyn�me de degréau plus 19.(b) À l'aide de (1), érire une proédure PASCAL nommée HERMITE, qui prend en paramètre un entiern et une variable H de type Poly, et qui stoke les oe�ients de Hn dans la variable H , n étantsupposé pris dans [[2; 20℄℄.Partie III � (Hn)n2N omme famille de polyn�mes orthogonaux1. (a) Montrer que si P est un polyn�me et n un entier naturel non nul, alorslimx!+1P (x)g(n�1)(x) = 0:De même, on montrerait, et on admet que limx!�1P (x)g(n�1)(x) = 0:(b) Pour tout n 2 N, aluler hHn; H0i = 1p2� Z +1�1 Hn(x)e� x22 dx:Pour n non nul, on utilisera pour e faire la dé�nition de Hn.() Soit (n;m) 2 N� � N� . En justi�ant au préalable que :hHn; Hmi = (�1)np2� Z +1�1 Hm(x)g(n)(x) dx;et à l'aide d'une intégration par parties que l'on e�etuera ave soin, montrer que :hHn; Hmi = m hHn�1; Hm�1i :En déduire que (Hn)n2N est une famille orthogonale de R[X ℄.Pour n 2 N, que vaut hHn; Hni ?2. (a) Soit k 2 N et R une fontion polynomiale de degré au plus k ; que vaut hHk+1; Ri ?(b) Soit n un entier naturel, k un entier véri�ant 0 6 k 6 n, et P un polyn�me de degré au plus k.Établir l'égalité : kXk+1 � Pk2 = kHk+1k2 + kQ� Pk2;où Q = Xk+1 �Hk+1. (On pourra aluler hHk+1; Q� P i.)Quel est, dans l'espae eulidien (Rn+1 [X ℄; h�; �i), la projetion orthogonale de Xk+1 sur le sous-espae vetoriel Rk [X ℄ ?() On note (Gk)06k6n+1 la famille orthonormale de (Rn+1 [X ℄; h; �; �i) obtenue par le proédé d'ortho-normalisation de Shmidt à partie de la base (Xk)06k6n+1. Pour tout k tel que 0 6 k 6 n + 1,déterminer Gk en fontion de H0, H1; : : : ; Hn+1.
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Partie IV � Un développement en série de HermiteSoit n un entier naturel non nul.1. Soit P un polyn�me de degré au plus n. Justi�er l'égalité suivante :P = nXk=0 hP;Hki Hkk! :2. Pour tout ouple (b; ) de réels véri�ant b 6 , on admet qu'il existe un réel K (dépendant de b et ) telque pour tout entier naturel n et tout x 2 [b; ℄ :����Hn(x)n! ���� 6 Kn�n2 �! :(a) Soit x un réel donné. À l'aide de I-2, établir, pour tout réel �, la onvergene de la série de termegénéral Hn(x)n! �n.(b) Soit gx (x étant toujours un réel �xé) la fontion dé�nie pour tout réel � par :gx(�) = e� (��x)22 :Pour tout réel � et tout entier naturel n, aluler g(n)x (�) (dérivée n-ième par rapport à �, à x �xé),en fontion de Hn.Montrer que gx véri�e les hypothèses de I-3, et en déduire que pour tout (x; �) 2 R2 ,e�x��22 = +1Xn=0 Hn(x)n! �n:() On note exp la fontion x 7! ex. Pour tout entier naturel n, justi�er rapidement la onvergene del'intégrale 1p2� Z +1�1 exHn(x)e� x22 dx;dont, par analogie, on note hexp; Hni la valeur. Caluler hexp; Hni puis, pour tout réel x, onlure àl'égalité expx = +1Xn=0 hexp; Hni Hn(x)n! :Pour aluler hexp; Hni, on pourra utiliser la dé�nition de Hn et intégrer par parties (ave soin) a�nd'obtenir hexp; Hni = hexp; Hn�1i.
Charles Hermite (Dieuze 1822 - Paris 1901) Mathématiien français. Auteur d'une théorie générale desfontions elliptiques et abéliennes, il a aussi établi la transendane du nombre e. (Petit Larousse)
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