
Lyée La Bruyère, Versailles Lundi 15 déembre 2008.ECS 2 � Mathématiques Conours blan no 1 � Épreuve no 1Épreuve type ESCAvertissement !Cette épreuve est imposée aux 10 derniers élèves du lassement provisoire.Cette épreuve est interdite aux 10 premiers élèves du lassement provisoire.Les autres élèves ont le hoix entre ette épreuve et l'épreuve de type HEC.Toute opie ne respetant pas es ontraintes de hoix ne sera pas orrigée.La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreExerie 1 � (ESC 2002)Soit E l'ensemble des suites (an)n2N de réels telles que la série de terme général a2n onverge.Dans et énoné on emploi la notation a pour désigner une suite (an)n2N de réels.1. (a) Montrer que E est un espae vetoriel sur R.(b) Pour tout réel non nul �, on onsidère la suite u(�) dé�nie pour tout entier naturel n par un = �npn! .Véri�er que les suites u(�) sont des éléments de E.2. (a) Montrer que si a et b sont des éléments de E, alors la série de terme général anbn est absolumentonvergente.(b) Soit ' l'appliation dé�nie sur E �E à valeurs dans R par :'((a; b)) = +1Xn=0 anbn;pour toutes suites a et b de E.Montrer que ' est un produit salaire sur E.On notera ha; bi = '((a; b)), et k � k2 la norme assoiée à '.() Montrer que, pour toutes suites a et b de E, +1Xn=0 anbn 6vuut+1Xn=0 a2nvuut+1Xn=0 b2n.(d) Déterminer, pour tout réel �, la norme ku(�)k2 et pour tous réels � et � distints, le produit salairehu(�); u(�)i. 1



(e) Déterminer une base orthogonale de l'espae vetoriel engendré par la famille (u(1); u(2)).3. Pour tout entier naturel k non nul, on dé�nit :� Fk l'ensemble des suites réelles a telles que pour tout entier n > k, an = 0 ;� Gk l'ensemble des suites a de E telles que pour tout entier n 6 k � 1, an = 0.(a) Montrer que Fk � E et que Fk est un sous-espae vetoriel de E.(b) Déterminer une base de Fk et donner la dimension de Fk.() Montrer que Gk est un sous-espae vetoriel de E.(d) Soit a une suite de E. Montrer qu'il existe deux suites r et s telles que r 2 Fk et s 2 Gk et a = r+ s.En déduire que Fk et Gk sont supplémentaires orthogonaux pour le produit salaire '.(e) Montrer que la suite � 1n+1�n2N est un élément de E.Déterminer son projeté orthogonal sur Fk , pour le produit salaire '.Exerie 2 � (ECS 2003) � Étude d'un jeu de type MemoryDans et exerie, n désigne un entier naturel non nul. On dispose de deux jeux identiques de n artes haun,dont les dos sont indisernables.Chaun de es jeux est omposé de n �gurines représentant des animaux di�érents.Partie I �On hoisit au hasard et simultanément une arte dans haque jeu, formant ainsi une paire de artes, mise de�té. On reommene n fois e tirage, sans remise. On dispose alors de n paires de artes. Ainsi, à haquearte du premier jeu est assoié une et une seule arte du deuxième jeu. On appelle résultat de ette expérienel'ensemble des paires ainsi formées. Ainsi, on ne tient pas ompte de l'ordre de tirage1. Quel est le nombre total de résultats possibles ?2. Quelle est la probabilité que les n paires d'animaux soient reonstituées ?3. Soit k un entier naturel de [[0; n� 1℄℄, et k paires d'animaux �xées arbitrairement.Quelle est la probabilité qu'au moins es k paires d'animaux soient reonstituées ?4. Montrer grâe à la formule du rible, que la probabilité pn qu'auune paire d'animaux ne soit reonstituéeest égale à pn = nXk=0 (�1)kk! .Déterminer la limite de la suite (pn)n2N� .5. Érire une fontion en PASCAL, prenant en paramètre un entier n et alulant la valeur de pn.(On remarquera que pn s'érit sous la forme nPk=0uk, où la suite de réels (uk) véri�e une relation deréurrene simple.)Partie II �On mélange maintenant les deux jeux dans une urne.À haque tour, on tire une poignée de deux artes. Si les animaux représentés sur es deux artes sont lesmêmes, on ne remet pas les artes dans l'urne, sinon on les remet dans l'urne.Soit Tn la variable aléatoire égale au nombre de tours néessaires pour vider l'urne, en reonstituant ainsi lesn paires de �gurines d'animaux.1. Déterminer la loi et l'espérane de la variable T1.2



2. Déterminer Tn(
) pour n supérieur ou égal à 2.3. (a) En utilisant les événementsCi : � lors du i-ième tour, une paire d'animaux est reonstituée �;montrer que pour tout entier k supérieur ou égal à 2 :P (T2 = k) = 13 �23�k�2 :(b) Montrer que T2 admet une espérane, et la aluler.4. (a) Déterminer les probabilités P (T3 = 3), P (T3 = 4).En utilisant le système omplet (C1; C1), déterminer P (T3 = 5).(b) Montrer plus généralement que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, et pour k > n� 1,P (Tn = k + 1) = n�2n2 �P (Tn�1 = k) + �2n2 �� n�2n2 � P (Tn = k):() On admet dans ette question que pour tout entier naturel non nul n, Tn admet une espérane.Montrer, en multipliant l'expression préédente par k et en sommant de k = n�1 à l'in�ni que pourtout entier naturel n supérieur ou égal à 2,E(Tn) = E(Tn�1) + 2n� 1:En déduire pour tout entier naturel n non nul une expression de E(Tn) en fontion de n.Exerie 3 � (extrait de ESCP 1997) � Polyn�mes de HermiteSoit g l'appliation dé�nie pour tout x de R par g(x) = e� x22 . Pour tout entier naturel n, on onsidère l'appli-ation Hn de R dans R dé�nie pour tout réel x par :Hn(x) = (�1)ne x22 g(n)(x);où, selon l'usage, f (n)(x) désigne la valeur en x de la dérivée n-ième de f (en partiulier f (0)(x) = f(x)).On rappelle que Z +1�1 e� x22 dx = p2�:1. (a) Pour tout réel x, aluler H0(x), H1(x), H2(x).(b) Soit n 2 N� . Établir les relations Hn+1 = XHn � nHn�1 (1)H 0n = nHn�1 (2)Pour établir (1), on pourra remarquer que g(n+1)(x) = h(n)(x), où h : x 7! �xg(x) et utiliser laformule de Leibniz. Pour établir (2), on pourra partir de la dé�nition de Hn.() Montrer que pour tout n 2 N, Hn est une fontion polynomiale dont on préisera en fontion de n,le degré, la parité et le oe�ient de plus haut degré.2. (a) Pour toute fontion polynomiale P , justi�er la onvergene de l'intégrale1p2� Z +1�1 P (x)e� x22 dx:
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(b) Montrer que l'appliation(P;Q) 7! hP;Qi = 1p2� Z +1�1 e� x22 P (x)Q(x) dxest un produit salaire sur R[X ℄. On notera k � k la norme assoiée.Ainsi, si n est un entier naturel, la restrition de e produit salaire aux polyn�mes de degré au plusn fait de (Rn [X ℄; h�; �i) un espae eulidien.3. (a) Montrer que si P est un polyn�me et n un entier naturel non nul, alorslimx!+1P (x)g(n�1)(x) = 0:(On pourra utiliser la dé�nition de Hn�1)De même, on montrerait, et on admet que limx!�1P (x)g(n�1)(x) = 0:(b) Pour tout n 2 N, aluler hHn; H0i = 1p2� Z +1�1 Hn(x)e� x22 dx:Pour n non nul, on utilisera pour e faire la dé�nition de Hn.() Soit (n;m) 2 N� � N� . En justi�ant au préalable que :hHn; Hmi = (�1)np2� Z +1�1 Hm(x)g(n)(x) dx;et à l'aide d'une intégration par parties que l'on e�etuera ave soin, montrer que :hHn; Hmi = m hHn�1; Hm�1i :En déduire que (Hn)n2N est une famille orthogonale de R[X ℄.Pour n 2 N, que vaut hHn; Hni ?
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