
Lyée La Bruyère, Versailles Merredi 17 déembre 2008.ECS 2 � Mathématiques Conours blan no 1 � Épreuve no 2Épreuve type EDHECLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreExerie 1 � (EDHEC 2005) Dans et exerie, n est un entier supérieur ou égal à 2. On désigne par I lamatrie unité de Mn(R).1. On note tr l'appliation linéaire qui à toute matrie de Mn(R) assoie sa trae, 'est-à-dire la somme deses éléments diagonaux.(a) Montrer que Im(tr) = R.(b) En déduire la dimension de Ker(tr).() Établir que Mn(R) = Ker(tr)�Vet(I).2. Soit f l'appliation qui, à toute matrie M de Mn(R) assoief(M) =M + tr(M)I:(a) Montrer que f est un endomorphisme de Mn(R).(b) Utiliser la première question pour déterminer les valeurs propres de f . En déduire que f est unautomorphisme diagonalisable de Mn(R).3. Soit g l'appliation qui, à toute matrie M de Mn(R) assoieg(M) = M + tr(M)Joù J désigne une matrie non nulle de Mn(R), dont la trae est nulle.On admet que g est un endomorphisme de Mn(R).(a) Établir que le polyn�me X2 � 2X + 1 est un polyn�me annulateur de g.(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.() L'endomorphisme g est-il diagonalisable ?
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Exerie 2 � (d'après EDHEC 2004)Quelques questions ont été rajoutées par rapport au sujet original. Les ajouts on été indiqués dans le sujet.1. On pose, lorsque 'est possible, f(x) = Z +11 dt1 + t+ tx+1 . Montrer que le domaine de dé�nition de lafontion f est ℄0;+1[.2. Montrer que f est déroissante sur ℄0;+1[.3. (Question ajoutée) Caluler f(1).4. (a) Justi�er l'existene de la quantité g(x) dé�nie sur ℄0;+1[ parg(x) = Z +11 dtt(1 + tx) :(b) Pour tout x de ℄0;+1[ et pour tout t de [1;+1[, simpli�er 1t � tx�11 + tx , puis établir que :8x 2℄0;+1[; g(x) = ln 2x :() En déduire que : 8x 2℄0;+1[; 0 6 f(x) 6 ln 2x ;puis déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +1.5. (a) Montrer que : 8x 2℄0;+1[; 0 6 ln 2x � f(x) 6 12x+ 1 :(b) En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers 0+, ainsi qu'un équivalent de f(x) lorsque x est auvoisinage de 0+.6. Dresser le tableau de variations de f .7. (Question ajoutée) Soit, pour tout t 2 [1;+1[, la fontion gt dé�nie par :8x 2℄0;+1[; gt(x) = 11 + t+ tx+1 :(a) Montrer que pour tout t, gt est de lasse C2 sur [1;+1[, et déterminer g0t et g00t .(b) Soit x > 0, et h 2 R tel que jhj 6 x2 . Montrer que pour tout t 2℄0;+1[, et tout y dans [x�jhj; x+jhj℄,on a : jg00t (y)j 6 ln2(t)1 + t+ t x2+1 :() En déduire que ����gt(x + h)� gt(x)h � g0t(x)���� 6 h ln2 t2(1 + t+ t x2+1) :(d) En étudiant la onvergene de l'intégrale Z +11 ln2 t1 + t+ t x2+1 dt, en déduire que f est dérivable sur℄0;+1[, et que 8x 2℄0;+1[; f 0(x) = Z +11 g0t(x) dt:
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Exerie 3 � (EDHEC 2002)1. (a) Montrer que l'intégrale Z 10 (1� ln t) dt onverge et donner sa valeur.(b) Montrer que Z x0 1� ln t2 + t2 dt onverge pour tout réel x stritement positif.On pose alors : 8x > 0; F (x) = Z x0 1� ln t2 + t2 dt et F (0) = 0.(a) Montrer que F est ontinue en 0(b) Montrer que F est de lasse C1 sur ℄0;+1[ et donner ses variations (la limite de F en +1 n'est pasdemandée)3. On dé�nit la suite (un)n2N par la donnée de son premier terme u0 = 1, et la relation de réurrene, valablepour tout n de N : un+1 = F (un).(a) Établir que, pour tout n de N, un 2 [0; 1℄.(b) Montrer que u0 > u1, puis déterminer par réurrene les variations de la suite (un)n2N.() En déduire que la suite (un)n2N est onvergente.4. Pour tout x de [0; 1℄, on pose g(x) = F (x) � x.(a) Montrer qu'il existe un unique réel � de ℄0; 1℄ tel que g0(�) = 0, puis donner les variations de g.(b) En déduire l'existene d'un unique réel �, élément de ℄�; 1℄, tel que g(�) = 05. (a) Montrer que : 8n 2 N; un > �(b) En déduire que : limn!+1un = �.Problème 1 � On onsidère deux jetons J1 et J2 équilibrés ('est-à-dire tels que haque fae a une hanesur deux d'apparaître au ours d'un laner). Le jeton J1 possède une fae numérotée 0 et une fae numérotée1. Le jeton J2 possède deux faes numérotées 1. Un joueur hoisit au hasard un jeton, puis e�etue une sériede laners ave e jeton. On note E l'événement :E : � le jeton J1 est hoisi pour le jeu �et, pour tout entier naturel k non nul, Uk l'événement :Uk : � le k-ième laner fait apparaître une fae numérotée 1 �:Partie I � Étude de quelques variables aléatoires liées à ette épreuve1. (a) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne n fois (n 2 N� ) une fae portant le numéro 1 lorsdes n premiers laners.(b) Dans ette question, on suppose que le joueur a obtenu n fois (n 2 N� ) une fae portant le numéro1 lors des n premiers laners. Quelle est la probabilité qu'il ait joué ave le jeton J1 ? Quelle est lalimite de ette probabilité lorsque n tend vers l'in�ni ? Interpréter e résultat.Dans la suite, on onsidère la variable aléatoire X égale au rang d'apparition de la première fae portant lenuméro 0, et on pose X = 0 si la fae portant le numéro 0 n'apparaît jamais.On onsidère également la variable aléatoire Y égale au rang d'apparition de la première fae portant le numéro1, et on pose Y = 0 si la fae portant le numéro 1 n'apparaît jamais.On suppose es variables aléatoires dé�nies sur le même espae probabilisé (
;A; P ).2. (a) Caluler, pour tout entier naturel n non nul, la probabilité P (X = n).(b) En déduire que P (X = 0) = 12 . Ce résultat était-il prévisible ?() Montrer que X a une espérane, puis déterminer E(X).3



(d) Montrer que X(X � 1) a une espérane, la déterminer, puis véri�er que V (X) = 2.3. (a) Caluler, pour tout entier naturel n non nul, la probabilité P (Y = n).(b) En déduire que P (Y = 0) = 0.() Montrer que Y a une espérane, puis déterminer E(Y ).(d) Montrer que Y (Y � 1) a une espérane, la déterminer, puis véri�er que V (Y ) = 54 .4. On dé�nit sur (
;A; P ) la variable aléatoire S par :8! 2 
; S(!) = max(X(!); Y (!)):(a) Déterminer S(
).(b) Montrer que P (S = 1) = P (X = 0) = 12 .() Pour tout n entier supérieur ou égal à 2, omparer d'une part [X = n℄ et [Y < n℄, et d'autre part[Y = n℄ et [X < n℄, puis en déduire que :[S = n℄ = [X = n℄ [ [Y = n℄:(d) Reonnaître alors la loi de S et préiser son espérane et sa variane.5. On dé�nit sur (
;A; P ) la variable aléatoire I par :8! 2 
; I(!) = min(X(!); Y (!)):(a) Montrer que I est une variable de Bernoulli.(b) Déterminer P (I = 0), puis donner la loi de I , ainsi que son espérane et sa variane.Partie II � Simulation des variables X et YOn rappelle que random(2) renvoie au hasard un entier de f0; 1g.1. On onsidère le programme suivant :Program Edhe2005;Var jeton, laner, X:integer;BeginRandomize;X:=0;jeton:=random(2)+1;if jeton=1 thenbeginrepeatX:=X+1;laner:= random(2);untillaner=0;end;writeln(X);end.(a) Expliquer le fontionnement de e programme et déterminer quel est le ontenu de la variable a�héeà la �n.(b) Est-on ertain que le nombre de passages dans la boule � repeat ... until � est �ni ?2. Érire un programme Pasal qui donne la valeur de la variable Y .4


