
Ly
ée La Bruyère, Versailles Samedi 31 janvier 2008.ECS 2 � Mathématiques Devoir surveillé no 6Épreuve type � parisiennes �Avertissement !Cette épreuve est imposée aux 10 premiers élèves du 
lassement provisoire.Cette épreuve est interdite aux 10 derniers élèves du 
lassement provisoire.Les autres élèves ont le 
hoix entre 
ette épreuve et l'épreuve de type EDHEC-E
ri
ome.Toute 
opie ne respe
tant pas 
es 
ontraintes de 
hoix ne sera pas 
orrigée.La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Problème � (HEC 2001)L'objet de 
e problème est l'étude de quelques aspe
ts de la théorie 
lassique du risque dont le 
ontexte et lesnotations sont introduits au fur et à mesure.Dans tout le problème, on 
onsidère deux suites de variables aléatoires réelles (�n)n2N� et (Cn)n2N� dé�niessur un même espa
e probabilisé (
;B; P ), véri�ant les 
onditions suivantes :(i) Les variables aléatoires �1;�2; : : : ;�n; : : : ; C1; : : : ; Cn; : : : sont indépendantes.(ii) Les variables aléatoires �1;�2; : : : ;�n; : : : sont stri
tement positives et ont toutes la même densité égalesur ℄0;+1[ à la densité d'une variable aléatoire exponentielle d'espéran
e égale à 1.(iii) Les variables aléatoires C1; : : : ; Cn; : : : ont toutes la même densité qu'une variable aléatoire exponentielled'espéran
e égale à 
.On pose T0 = 0 et pour tout entier naturel n non nul, on note Tn la variable aléatoire dé�nie par : Tn = nPi=1�i.On observera que la suite (Tn)n2N est stri
tement 
roissante et que, pour tout entier naturel n, on a l'égalité :�n+1 = Tn+1 � Tn.On notera E(X) l'espéran
e d'une variable aléatoire X dé�nie sur (
;B; P ).Partie I � Étude d'une variable aléatoire1. Pour tout entier naturel n, déterminer l'espéran
e et la varian
e de la variable aléatoire Tn.2. Soit t un réel positif ou nul.(a) Pour tout entier naturel n stri
tement supérieur à t, justi�er l'in
lusion entre événements :[Tn < t℄ � [jTn � nj > n� t℄(b) À l'aide de l'inégalité de Bienaymé-T
heby
hev, en déduire la valeur de limn!+1P ([Tn < t℄).(
) En déduire que l'événement +1Tk=1[Tk < t℄ est de probabilité nulle.3. Soit t un réel positif ou nul. Étant donné un élément ! de 
, on note N(t)(!) le plus grand élément del'ensemble fn 2 N; Tn(!) 6 tg (qui 
ontient 0) si 
et ensemble est �ni, et N(t)(!) = 0 sinon.On observera que pour tout entier naturel non nul, N(t) est égal à n si et seulement si : Tn 6 t < Tn+1.Montrer que l'appli
ation N(t) est une variable aléatoire réelle véri�ant :P (N(t) = 0) = P (T1 > t):1



(a) Pour tout entier naturel n non nul, re
onnaître la loi de la variable aléatoire Tn.(b) Soit t un réel stri
tement positif. Pour tout entier naturel n non nul, justi�er l'égalité :1 = nXk=0 tke�tk! + e�t Z t0 (t� u)nn! eu du:En déduire l'égalité : P (N(t) 6 n) = nXk=0 tke�tk! .(
) Pour tout réel t positif ou nul, re
onnaître la loi de la variable N(t).Partie II � Étude de la probabilité d'être en dé�
it après 1 ou 2 sinistresDans 
ette partie, on 
onsidère deux réels a et r, r étant stri
tement positif et, pour tout réel positif t, on noteKa(t) la variable aléatoire dé�nie par l'égalité :Ka(t) = a+ rt� N(t)Xi=1 Ci;en 
onvenant que la somme N(t)Pi=1 Ci est nulle lorsque N(t) est nul.En parti
ulier, Ka(T0) = Ka(0) = a et, pour tout entier naturel n non nul, puisque N(Tn) = n,Ka(Tn) = a+ rTn � nXi=1 Ci:Par exemple, Ka(t) pourrait représenter le 
apital (aléatoire) au temps t d'une 
ompagnie d'assuran
e disposantd'un 
apital initial (de montant a éventuellement négatif), per
evant des primes (de montant égal à r par unitéde temps), et indemnisant des assurés vi
times de sinistres de 
oûts aléatoires (les Ci), survenant à des dateselles-mêmes aléatoires (les Ti).Dans 
ette partie, le réel a étant �xé, la variable aléatoire Ka(t) sera notée plus simplement K(t).1. (a) Déterminer une densité de probabilité de la variable �r�1.(b) Déterminer une densité de probabilité f , 
ontinue sur R, de la variable aléatoire L1 = C1 � r�1.(
) En déduire l'expression de la fon
tion de répartition F de la variable L1, puis l'égalité :P (K(T1) < 0) =8<: 1� r
+ r exp�ar� si a 6 0

+ r exp��a
� si a > 0:2. On pose L2 = C2 � r�2 et on 
onsidère la fon
tion g asso
iant à tout réel x le réelg(x) = P ([L1 6 x℄ \ [L1 + L2 6 a℄):(a) Pour tout h stri
tement positif, justi�er les inégalités :g(x+ h)� g(x) > P (x < L1 6 x+ h)P (L2 6 a� x� h)et g(x+ h)� g(x) 6 P (x < L1 6 x+ h)P (L2 < a� x):(b) En déduire que la fon
tion g est dérivable à droite sur R, ave
, pour tout réel x,g0d(x) = f(x)F (a� x):On admet que g est dérivable sur R ave
, pour tout réel x, g0(x) = f(x)F (a� x).3. (a) Prouver l'égalité :P ([L1 6 a℄ \ [L1 + L2 6 a℄) = limn!+1P ([�n < L1 6 a℄ \ [L1 + L2 6 a℄):2



(b) En déduire l'égalité : P ([L1 6 a℄ \ [L1 + L2 6 a℄) = Z a�1 f(x)F (a� x) dx:(
) Établir les égalités : P ([K(T1) < 0℄ [ [K(T2) < 0℄) = 1� Z a�1 f(x)F (a� x) dxet P ([K(T1) < 0℄ [ [K(T2) < 0℄) = P (L1 > a) + Z a�1 f(x)P (L2 > a� x) dx:4. En déduire, dans le 
as où a est un réel positif ou nul, l'égalité :P ([K(T1) < 0℄ [ [K(T2) < 0℄) = 

+ r �1 + a
+ r + r
(
+ r)2� exp��a
� :Partie III � Étude de la probabilité d'être en dé�
it au 
ours du temps : deux premiers 
asDans 
ette partie, le réel a n'est plus né
essairement �xé, on utilisera la notation Ka(t).Pour tout réel a, on note �(a) la probabilité suivante :�(a) = P  1[n=0[Ka(Tn) < 0℄! :Dans le 
ontexte dé
rit plus haut, �(a) représenterait la probabilité que la 
ompagnie d'assuran
e (disposantd'un 
apital initial de montant a) soit en dé�
it après un 
ertain sinistre. En parti
ulier, �(a) = 1 si a < 0.1. Montrer que la fon
tion � est dé
roissante.2. Pour tout réel a, quelles minorations de �(a) peut-on déduire de la partie II ?3. On admet que la fon
tion � est 
ontinue sur R+ et véri�e, pour tout réel a positif ou nul l'égalité :�(a) = P (L1 > a) + Z a�1 f(x)�(a� x) dx:Pourquoi, intuitivement, peut-on 
onje
turer 
ette égalité ?4. Soit a un réel et n un entier naturel.(a) Cal
uler l'espéran
e de Ka(Tn) en fon
tion de n, a, 
 et r. Trouver sa limite quand n tend versl'in�ni, selon les valeurs 
omparées de 
 et r.(b) Cal
uler la varian
e de Ka(Tn) en fon
tion de n, r et 
.5. Dans 
ette question, on suppose que 
 est stri
tement plus grand que r et on 
onsidère un réel a positifou nul.(a) Pour tout entier n stri
tement supérieur à a
�r , établir l'inégalité :P (Ka(Tn) < 0) > 1� n(
2 + r2)(a+ nr � n
)2(b) En déduire l'égalité �(a) = 1.6. Dans 
ette question, on suppose que 
 est égal à r, et on 
onsidère un réel a positif ou nul.(a) Soit y un nombre réel. En remarquant que, pour tout entier naturel n non nul, on a l'égalité :Ka(Tn) = a� nXi=1(Ci � r�i);et à l'aide du théorème de la limite 
entrée, exprimer le réellimn!+1P (Ka(Tn) 6 a+ ypn)en utilisant la fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite.3



(b) Pour tout nombre réel y stri
tement positif �xé, établir, pour tout entier naturel n assez grand, ladouble inégalité :P (Ka(Tn) 6 a� ypn) 6 P (Ka(Tn) < 0) 6 P (Ka(Tn) 6 a+ ypn):(
) En déduire la limite de la probabilité P (Ka(Tn) < 0) quand n tend vers l'in�ni, puis l'égalité�(a) > 12 .Partie IV � Étude de la probabilité d'être en dé�
it au 
ours du temps : le dernier 
asDans 
ette partie, on suppose que 
 est stri
tement plus petit que r.1. (a) En pro
édant par ré
urren
e, établir, pour tout entier naturel n et tout réel a positif ou nul, l'inéga-lité : �(a) > 

+ r exp��a
� nXk=0 akk!(
+ r)k :(b) En déduire, pour tout réel a positif ou nul, la minoration :�(a) > 

+ r exp� �ar
(
+ r)� :2. (a) Montrer que pour tout réel positif � véri�ant � < 1
 , la variable exp(�L1) possède une espéran
equ'on 
al
ulera.(b) Soit n un entier naturel non nul. On pose Sn = nPk=1(Ck � r�k). Pour tout réel positif � véri�ant� < 1
 , justi�er l'égalité : E(exp(�Sn)) = 1(1 + r�)n(1� 
�)n :3. (a) Pour tout réel positif � véri�ant � < 1
 , tout réel a positif ou nul, et tout entier naturel n non nul,établir l'inégalité : P (Sn > a) 6 e��aE(exp(�Sn))(b) En déduire que, pour tout réel � élément de �0; 1
 � 1r �, la série de terme général 1(1 + r�)n(1� 
�)n
onverge et qu'on a l'inégalité :P  1[n=1[Sn > a℄! 6 e��a 1Xn=1 1(1 + r�)n(1 + 
�)n :4. En remarquant que, pour tout réel a positif ou nul, �(a) = P � 1Sn=1[Sn > a℄�, établir les résultats suivants :(i) lima!+1�(a) = 0.(ii) Pour tout réel � véri�ant 0 < � < 1
 � 1r , et tout réel a assez grand, on a l'inégalité : �(a) 6 e��a:(on introduira un réel � véri�ant � < � < 1
 � 1r )5. (a) Montrer que si une fon
tion  est 
ontinue sur R+ et de limite nulle en +1, alors la fon
tion j j aun maximum sur R+ .(b) Soit �1 et �2 deux fon
tions 
ontinues sur R+ , toutes deux de limite nulle en +1, véri�ant, pourtout réel a positif ou nul, les égalités :8>><>>: �1(a) = P (L1 > a) + Z a�1 f(x)�1(a� x) dx�2(a) = P (L1 > a) + Z a�1 f(x)�2(a� x) dxMontrer que les fon
tions �1 et �2 
oïn
ident sur R+ .(
) Établir, pour tout réel a positif ou nul, l'égalité suivante :�(a) = 
r exp��a�1
 � 1r�� :4


