
Lyée La Bruyère, Versailles Lundi 23 mars 2008.ECS 2 � Mathématiques Conours blan 2 � Épreuve 1EM Lyon 2007La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème 1 � On onsidère l'appliationf : [0;+1[! R; x 7! f(x) =8<: ln(1 + x)x si x > 01 si x = 0Partie I � Étude de l'appliation f1. Montrer que f est ontinue sur [0;+1[.2. On onsidère l'appliationA : [0;+1[! R; x 7! A(x) = x1 + x � ln(1 + x):(a) Montrer que f est de lasse C1 sur ℄0;+1[ et que pour tout x 2℄0;+1[, f 0(x) = A(x)x2 .(b) Montrer que f 0 admet � 12 omme limite en 0 à droite.() Démontrer que f est de lasse C1 sur [0;+1[ et préiser f 0(0).(d) Dresser le tableau de variation de A.En déduire que f est stritement déroissante sur [0;+1[.(e) Déterminer la limite de f en +1.3. On onsidère l'appliationB : [0;+1[! R; x 7! B(x) = �3x2 + 2x(1 + x)2 + 2 ln(1 + x):(a) Montrer que f est deux fois dérivable sur ℄0;+1[, et que, pour tout x 2℄0;+1[,f 00(x) = B(x)x3 :(b) Dresser le tableau de variation de B.En déduire que f est onvexe sur ℄0;+1[.4. Traer l'allure de la ourbe représentative de f . 1



Partie II � Un développement en série1. Montrer, pour tout N 2 N et tout t 2 [0; 1℄ : 11 + t = NXk=0(�1)ktk + (�1)N+1tN+11 + t :2. En déduire, pour tout N 2 N et tout x 2 [0; 1℄ : ln(1 + x) = NXk=0 (�1)kxk+1k + 1 + JN (x);où on a noté JN (x) = Z x0 (�1)N+1tN+11 + t dt.3. Établir, pour tout N 2 N et tout x 2 [0; 1℄ : jJN (x)j 6 xN+2N + 2 .4. En déduire que, pour tout x 2 [0; 1℄, la série Xn>1 (�1)n�1xnn onverge et que :ln(1 + x) = +1Xn=1 (�1)n�1xnn :5. (Question ajoutée) Érire une fontion en Pasal prenant en paramètre deux réels x et e, et alulant,si x 2 [0; 1℄, une valeur approhée de ln(1 + x) à e près (sans utiliser la fontion ln). On pourra, pourmajorer l'erreur, remarquer que la série de la question préédente est alternée...Partie III � Égalité d'une intégrale et d'une somme de série1. Montrer, en utilisant le résultat de II-3, pour tout N 2 N et tout x 2 [0; 1℄ :�����f(x)� NXk=0 (�1)kxkk + 1 ����� 6 xN+1N + 2 :2. Montrer que la série Xn>1 (�1)n�1n2 onverge, et que : Z 10 f(x) dx = +1Xn=1 (�1)n�1n2 .3. Montrer, pour tout N 2 N� :8>>>><>>>>: 2N+1Xn=1 1n2 = NXp=0 1(2p+ 1)2 + NXp=1 14p22N+1Xn=1 (�1)n�1n2 = NXp=0 1(2p+ 1)2 � NXp=1 14p2 :4. On admet que +1Xn=1 1n2 = �26 . Montrer : Z 10 f(x) dx = �212 .Partie IV � Reherhe d'extremum pour une fontion réelle de deux variables réellesOn note F :℄0;+1[! R; x 7! F (x) = Z x0 f(t) dt,et G :℄0;+1[2! R; (x; y) 7! G(x; y) = F (xy)� F (x)� F (y).1. Montrer que G est de lasse C2 sur ℄0;+1[2.Exprimer, pour tout (x; y) 2℄0;+1[2, les dérivées partielles premières et seondes de G en (x; y) enfontion de x, y, f(x), f(y), f(xy), f 0(x), f 0(y), f 0(xy).2. Établir que G admet (1; 1) omme unique point ritique.3. Est-e que G admet un extremum loal ? 2



Problème 2 �On note n un nombre entier �xé supérieur ou égal à 2, E le sous-espae vetoriel de R[X ℄ onstitué despolyn�mes de degré inférieur ou égal à n, et B = (1; X; : : : ; Xn) la base anonique de E.Partie I � Étude d'un endomorphisme de E1. Montrer que pour tout polyn�me P de E, le polyn�me ((X2 � 1)P )00 est élément de E, où ((X2 � 1)P )00désigne le polyn�me dérivée seonde de (X2 � 1)P .On note � : E ! E l'appliation qui, à tout polyn�me P de E, assoie �(P ) = ((X2 � 1)P )00.2. Véri�er : �(1) = 2, �(X) = 6X .3. Montrer que � est un endomorphisme de E.4. Caluler �(Xk) pour tout k 2 [[0; n℄℄ et érire la matrie A de � dans la base B.5. (a) Montrer que � admet n + 1 valeurs propres deux à deux distintes que l'on notera �0; �1; : : : ; �n,ave �0 < �1 < � � � < �n.(b) Est-e que � est bijetif ?() Montrer que � est diagonalisable, et déterminer, pour tout k 2 [[0; n℄℄, la dimension du sous-espaepropre de � assoié à �k.6. Soient k 2 [[0; n℄℄ et P un veteur propre de � assoié à la valeur propre �k.(a) Montrer que le degré du polyn�me P est égal à k.(b) Montrer que le polyn�me Q dé�ni par Q(X) = P (�X) est un veteur propre de � assoié à �k.7. En déduire qu'il existe une unique base (P0; P1; : : : ; Pn) de E onstituée de veteurs propres de � telleque, pour tout k 2 [[0; n℄℄, Pk est un polyn�me de degré k, de oe�ient dominant égal à 1, et véri�antPk(�X) = (�1)kPk(X).Que peut-on en déduire sur la parité de Pk ?8. Caluler P0, P1, P2, P3.Partie II � Un produit salaire sur E1. Montrer que l'appliation : (P;Q) 7! (P j Q) = Z 1�1(1� x2)P (x)Q(x) dx est un produit salaire sur E.On munit dorénavant E de e produit salaire, noté (� j �).2. (Question ajoutée) Déterminer la famille orthonormale (f0; f1; f2) obtenue par le proédé d'orthonorma-lisation de Shmidt à partir de la famille (1; X;X2).3. (a) À l'aide d'intégrations par parties, établir que � est un endomorphisme symétrique de E.(b) Montrer que la base (P0; P1; : : : ; Pn) de E obtenue à la question I-7 est orthogonale.Soit j 2 [[1; n℄℄4. (a) Montrer que pour tout polyn�me S de degré inférieur ou égal à j � 1, on a : (S j Pj) = 0.(b) En onsidérant (1 j Pj), montrer que Pj ne garde pas un signe onstant sur l'intervalle ℄� 1; 1[.() En déduire que Pj admet au moins, dans l'intervalle ℄ � 1; 1[, une raine d'ordre de multipliitéimpair.5. On note fx1; : : : ; xmg l'ensemble des raines d'ordre de multipliité impair de Pj appartenant à l'intervalle℄� 1; 1[, et Sm = (X � x1)(X � x2) : : : (X � xm).(a) Justi�er m 6 j.(b) Montrer que le polyn�me SmPj (produit des polyn�mes Sm et Pj) garde un signe onstant surl'intervalle ℄� 1; 1[.() En onsidérant (Sm j Pj), montrer que m = j.(d) En déduire que Pj admet j raines simples réelles, toutes situées dans l'intervalle ℄� 1; 1[.3


