
Lyée La Bruyère, Versailles Merredi 25 mars 2008.ECS 2 � Mathématiques Conours blan no 2 � Épreuve no 2ESSEC 2005 Math IILes élèves ont le hoix entre ette épreuve et l'épreuve Eriome ; ils indiqueront lairement enentête de opie quel sujet ils ont hoisiLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème �Dans e problème, les variables aléatoires sont réelles et toutes dé�nies sur un espae probabilisé (
;A; P ).(Xn)n2N� représente une suite de variables aléatoires et, pour tout n > 1, on note Sn = nPi=1Xi.Si X est une variable aléatoire réelle, E(X) désigne son espérane.Préliminaires1. Soit (Xn)n2N� une suite de variables aléatoires réelles de même loi, admettant une espérane m.Énoner ave préision, la loi faible des grands nombres pour la suite (Xn).2. Soit Æ un réel stritement positif et A un sous-ensemble de R tel que l'intervalle ℄m� Æ;m+ Æ[ soit inlusdans le omplémentaire de A. Déterminer limn!+1P �Snn 2 A� :L'objet du problème est de préiser de manière quantitative les résultats i-dessus.Partie I � Un premier exemple. Le as gaussienDans ette partie, (Xn)n2N� est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi normaleentrée réduite, N (0; 1).1. Quelle est la loi de Snn ?2. Soit Æ un réel stritement positif. Dans ette partie, on note exp la fontion exponentielle.(a) Montrer que : P �����Snn ���� > Æ� = 2P �Snn > Æ� =r2n� Z +1Æ exp��nt22 � dt:1



(b) En posant u = n(t� Æ), montrer queP �����Snn ���� > Æ� =r2n� � exp��nÆ22 �Z +10 exp��u22n � uÆ� du3. (a) Montrer que pour tout x > 0, on a 0 6 1� exp(�x) 6 x.(b) Montrer que l'intégrale Z +10 exp(�uÆ) du onverge et la aluler.() Déterminer limn!+1�Z +10 exp(�uÆ) du� Z +10 exp��u22n � uÆ� du� :(d) En déduire, lorsque n tend vers l'in�ni, un équivalent de P �����Snn ���� > Æ�.Partie II � Quelques résultats généraux.À l'instar des variables aléatoires disrètes, on admettra que si X, Y sont deux variables aléatoires à densité,indépendantes, admettant une espérane, alors XY admet une espérane et E(XY ) = E(X)E(Y ).Soit X une variable aléatoire réelle (disrète ou à densité). Pour tout s 2 R tel que esX admet une espéraneE(esX), on pose '(s) = E(esX ):Soit (Xn)n2N� une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la même loi que X.1. Montrer que pour tout n > 1, pour tout s 2 R tel que '� sn� existe, on a :E �es�Snn � = �'� sn��n :2. Soit Y une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E(esY ) existe.(a) Montrer que pour tout a réel, 1(Y>a) 6 es(Y�a), où 1(Y>a) désigne la fontion indiatrie de l'en-semble f! 2 
 j Y (!) > ag.(b) En déduire que P (Y > a) 6 e�asE(esY ).() Montrer que P �Snn > a� 6 e�as �'� sn��n :3. Soit Y une variable aléatoire réelle et s < 0 tel que E(esY ) existe.(a) Montrer que pour tout a réel, 1(Y6a) 6 es(Y�a).(b) En déduire que P (Y 6 a) 6 e�asE(esY ), puis que :P �Snn 6 a� 6 e�as �'� sn��n :Partie III � Un seond exemple. Le as binomial.Dans ette partie, (Xn)n2N� est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de Ber-noulli B(p), ave 0 < p < 1.On rappelle que P (X1 = 1) = p, P (X1 = 0) = 1� p = q.1. Caluler ' : s 7! '(s), et déterminer son domaine de dé�nition.Soit a un réel �xé de ℄0; 1[. 2



2. On suppose dans ette question que a > p.(a) Étudier sur R+ les variations de la fontion `a dé�nie par :`a : s 7! as� ln('(s)):(b) Montrer que la fontion `a atteint sur R+ un maximum stritement positif h(a; p) qu'on exprimeraen fontion de a et p.() Montrer que P �Snn > a� 6 exp��n � supt>0 (at� ln('(t)))� = e�nh(a;p):3. On suppose dans ette question que a < p (don 1� a > 1� p).(a) Déterminer la loi de la variable n� Sn.(b) Montrer que P �Snn 6 a� 6 e�nh(1�a;1�p) = e�nh(a;p):4. Soit " > 0. Déduire des questions préédentes que :P �����Snn � p���� > "� 6 2 � e�n�min(h(p+";p);h(p�";p)):5. Une entreprise souhaite aquérir une mahine qui fabrique un ertain type d'objets et qui, en fontionne-ment normal, produit une proportion p, (0 < p < 1), d'objets défetueux.Le direteur veut onnaître la valeur de p. Pour ela, il teste la mahine et prélève un éhantillon de n,(n > 1), objets qu'il analyse.Pour tout i 2 [[1; n℄℄, soit Xi la variable aléatoire de Bernoulli dé�nie par :Xi = ( 1 si le i-ième objet prélevé est défetueux,0 sinon.On suppose que dans les onditions de prélèvement, les variables aléatoires X1; : : : ; Xn sont indépendantes.(a) Montrer que Fn = Snn est un estimateur sans biais de p.(b) Caluler le risque quadratique rn = E((Fn � p)2). Déterminer limn!+1 rn.6. On souhaite déterminer dans ette question un intervalle de on�ane du paramètre p inonnu, au niveaude on�ane 1� �, à partir de l'éhantillon (X1; : : : ; Xn).(a) Quelle est la limite en loi de la suite  pn � Fn � ppp(1� p)!n2N� ?(b) Soit fn la réalisation de Fn sur l'éhantillon onsidéré. Soit t� le réel dé�ni par �(t�) = 1� �2 , où� désigne la fontion de répartition de la loi normale entrée réduite.Déterminer en fontion de n, fn, t� un intervalle de on�ane [Un; Vn℄ de p au niveau 1� �.Partie IV � Le as généralSoit X une variable aléatoire réelle de densité f .Pour tout réel t tel que Z +1�1 etuf(u) du onverge, on note :LX : t 7! E(etX ) = Z +1�1 etuf(u) du:On supposera que LX est dé�ni sur un intervalle ℄�; �[ ontenant 0.1. Soit t 2℄�; �[, et Æ > 0 tel que ℄t� Æ; t+ Æ[�℄�; �[.3



(a) Montrer que pour tout u réel ��eÆu � 1� Æu�� 6 +1Xn=2 Ænjunjn! :(b) Montrer que pour tout u réel,etu ��eÆu � 1� Æu�� f(u) 6 �e(t�Æ)u + e(t+Æ)u� f(u):() En déduire que l'intégrale Z +1�1 u � etuf(u) du onverge, puis que X admet une espérane m.2. Soit t 2℄�; �[, et Æ > 0 tel que ℄t� Æ; t+ Æ[�℄�; �[. Soit h 2 R tel que jhj < Æ.(a) Montrer que pour tout u réel,����e(t+h)u � etuh � u � etu���� f(u) 6 jhj � etu +1Xn=2 Æn�2jujnn! f(u);puis que Æ2 ����e(t+h)u � etuh � u � etu���� f(u) 6 jhj � etueÆjujf(u):(b) Montrer que LX est dérivable en t et queL0X(t) = Z +1�1 u � etuf(u) du:On admettra (et on démontrerait de manière analogue) que la fontion LX est de lasse C2 sur ℄�; �[ et quepour tout t 2℄�; �[ : L00X(t) = Z +1�1 u2 � etuf(u) du:3. On note  (t) = ln(LX(t)).(a) Donner le domaine de dé�nition de la fontion  .(b) Caluler '0,  00, dérivées premières et seondes de  .() En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, montrer que  0 est stritement roissante sur ℄�; �[ ; endéduire que  0 admet en � (respetivement en �) une limite (�nie ou in�nie), qu'on notera L1(�)(respetivement L1(�)). Quelle est la valeur de  0(0) ?(d) Montrer que  admet en � (respetivement en �) une limite (�nie ou in�nie) qu'on notera L0(�)(respetivement L0(�)).4. Soit a un réel donné. Pour tout t 2℄�; �[, on pose `a(t) = at�  (t).Dresser le tableau de variations de la fontion `a (on distinguera trois as : a > L1(�), a 6 L1(�) etL1(�) < a < L1(�))).5. Pour tout a réel, on pose : h(a) = supt2℄�;�[ `a(t): On suppose désormais que L1(�) < a < L1(�).Montrer que h(a) = a( 0)�1(a)�  (( 0)�1(a)):6. Montrer que si a > m : h(a) = supt2℄0;�[(at�  (t));puis que si a < m : h(a) = supt2℄�;0℄(at�  (t)).7. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que X .Montrer que si a > m, P �Snn > a� 6 e�nh(a),puis que si a < m, P �Snn 6 a� 6 e�nh(a).8. Soit " > 0. Montrer que P �����Snn �m���� > "� 6 2 � e�nmin(h(m�");h(m+")):4


