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ée La Bruyère, Versailles Mer
redi 25 mars 2008.ECS 2 � Mathématiques Con
ours blan
 no 2 � Épreuve no 2E
ri
ome 2003Les élèves ont le 
hoix entre 
ette épreuve et l'épreuve de l'ESSEC ; ils indiqueront 
lairementen entête de 
opie quel sujet ils ont 
hoisiLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreExer
i
e 1 � On 
onsidère la suite de nombres réels (un)n2N dé�nie par la relation de ré
urren
e :u0 = a; a 2 R�+ ; 8n 2 N� ; un+1 = un + u2n:Partie I � Convergen
e de (un)n2N1. Montrer que 
ette suite est stri
tement positive et monotone.2. Montrer que 
ette suite diverge vers l'in�ni.Partie II � Comportement asymptotique de (un)n2NOn dé�nit la suite (vn)n2N par : vn = 12n lnun.1. Prouver que pour tout entier n de N : vn+1 � vn = 12n+1 ln�1 + 1un�.En déduire que quels que soient les entiers naturels n et p :0 < vn+p+1 � vn+p 6 12n+p+1 ln�1 + 1un� :2. En déduire que quels que soient les entiers naturels k et n :0 < vn+k+1 � vn 6 12n ln�1 + 1un� :3. Démontrer que la suite (vn)n2N est majorée, puis qu'elle 
onverge vers une limite notée �.4. Montrer que : 8n 2 N; un 6 exp(� � 2n).En passant à la limite pour n �xé dans l'en
adrement II-2, montrer que :8n 2 N; exp(� � 2n) 6 un + 1:En déduire, lorsque n tend vers l'in�ni, l'équivalent suivant : un �+1 exp(�2n).5. On pose : �n = exp(� � 2n) � un. Montrer que la suite (�n)n2N est bornée et qu'elle véri�e la relationsuivante : 2�n � 1 = (�n+1 + �2n � �n) exp(�� � 2n):6. Prouver en�n que lorsque n tend vers l'in�ni : un = �12 + exp(� � 2n) + o(1).1



Exer
i
e 2 �Dans 
et exer
i
e, n désigne un entier naturel non nul, et on adopte les notations suivantes :� Mn(R) : ensemble des matri
es 
arrées d'ordre n, à 
oe�
ients réels.� Sn(R) : le sous-espa
e ve
toriel de Mn(R) des matri
es symétriques.� An(R) : le sous-espa
e ve
toriel de Mn(R) des matri
es antisymétriques.On rappelle qu'une matri
e A 2 Mn(R) est antisymétrique si tA = �A, où tA est la matri
e transposée de A.On dé�nit les appli
ations tr et ' par :pour toute matri
e A = (ai;j)16i;j6n et B de Mn(R) :tr(A) = nXi=1 ai;i et '(A;B) = tr( tAB):1. Montrer que tr est une appli
ation linéaire de Mn(R) dans R qui véri�e :8A 2Mn(R); 8B 2Mn(R); tr(AB) = tr(BA):2. Prouver que tr est surje
tive. Donner la dimension du noyau de tr.3. Prouver que ' dé�nit un produit s
alaire dont la norme asso
iée k � k véri�e8A = (ai;j) 2Mn(R); kAk2 = nXi=1 nXj=1 a2i;j :4. Établir que : 8A 2Mn(R); j tr(A)j 6 pn � kAk.5. Démontrer que Sn(R) et An(R) sont deux sous-espa
es supplémentaires orthogonaux de Mn(R) pour '.6. Soit M = (mi;j). En déduire que pour tout matri
e A = (ai;j) de Mn(R), minM2Sn(R) nXi=1 nXj=1(ai;j �mi;j)2existe et vaut 14 nXi=1 nXj=1(ai;j � aj;i)2.Problème �On rappelle que :� La fon
tion � est la fon
tion dé�nie pour x > 0 par �(x) = Z +10 tx�1e�t dt.� Si X suit une loi normale et si � est un réel non nul, alors �X suit également une loi normale.On admettra que � � 12� = p�.On notera � la fon
tion de répartition d'une variable suivant une loi normale 
entrée réduite.Partie I �On 
onsidère la variable aléatoire Yn = nXk=1X2i , où X1; : : : ; Xn sont n variables aléatoires indépendantes suivanttoutes une loi normale 
entrée réduite.1. Déterminer la fon
tion de répartition FY1 de Y1 = X21 en fon
tion de �.2. En déduire que Y1 est une variable aléatoire qui suit une loi gamma dont on pré
isera les paramètres.3. Justi�er que Yn suit une loi gamma de paramètres �2; n2 �.4. Donner les valeurs de l'espéran
e E(Yn) et de la varian
e V (Yn) de Yn.5. On dit alors que Yn suit une loi du 
hi-deux à n degrés de liberté, notée �2(n).Soient Gn la fon
tion de répartition de Yn et � un réel dans l'intervalle ℄0; 1[. Montrer qu'il existe ununique réel t tel que Gn(t) = �. Ce réel est alors noté �2�(n).2



Dans la suite du problème, on 
onsidère une suite (Xi)i>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantessuivant une même loi normale N (m;�). L'objet des questions suivantes est de déterminer une estimationpon
tuelle (partie II) puis une estimation par intervalle de 
on�an
e (parties III et IV) de la varian
e �2.Partie II � Estimation pon
tuelle de �2(Énon
é légèrement modi�é pour 
oller à la terminologie du programme)Pour n entier naturel non nul, on pose : Fn = 1n nXi=1Xn, Vn = 1n nXi=1(Xi � Fn)2.1. (a) Montrer que (Fn)n2N est un estimateur sans biais de m(b) Déterminer le risque quadratique de Fn et en déduire que Fn est un estimateur 
onvergent.2. Soit n un entier naturel non nul.(a) Démontrer que : Vn = 1n nXi=1 X2i � 1n nXi=1 Xi!2 ;puis que : Vn = 1n nXi=1(Xi �m)2 � (Fn �m)2:(b) Prouver que E(Vn) = n� 1n � �2.(
) En déduire un estimateur sans biais de �2.Partie III � Estimation par intervalle de 
on�an
e de �2, m étant 
onnue.Pour n entier supérieur à 2, on pose :Un = 1�2 nXi=1(Xi �m)2 et Tn = 1n nXi=1(Xi �m)2:1. Justi�er que Un suit une loi du 
hi-deux à n degrés de liberté.2. Soit � 2℄0; 1[. Montrer l'égalité des événements :" nTn�21��2 (n) 6 �2 6 nTn�2�2 (n)# et h�2�2 (n) 6 Un 6 �21��2 (n)i :En déduire que la probabilité de l'événement " nTn�21��2 (n) 6 �2 6 nTn�2�2 (n)# est 1� �Partie IV � Estimation par intervalle de 
on�an
e de �2, m étant in
onnue.Mn;1(R) désigne l'ensemble des matri
es à n lignes et 1 
olonne à 
oe�
ients réels, et idRn l'identité de Rn .Pour n entier supérieur à 2, on pose :Mn = 1n nXi=1Xi; Sn = 1n� 1 nXi=1(Xi �M)2; Un = 1�2 nXi=1(Xi �Mn)2:1. Soit ' l'endomorphisme de Rn dont la matri
e dans la base 
anonique est A dé�nie par :A = (ai;j)16a;j6n; ave
 ( ai;i = n� 1ai;j = �1 si i 6= j;et B la matri
e de Mn;1(R) dont tous les éléments sont égaux à 1.3



(a) Justi�er que A est une matri
e diagonalisable.(b) Cal
uler le produit AB, en déduire une valeur propre de A et un ve
teur propre de A asso
ié à 
ettevaleur propre.(
) Montrer que dim Im('� nidRn) = 1.(d) En déduire la dimension de Ker(' � nidRn), les valeurs propres et les sous-espa
es propres de lamatri
e A.(e) Soit W = 0BB�w1...wn1CCA la matri
e des 
oordonnées d'un ve
teur propre de ' asso
ié à la valeur propre n.Prouver que nXi=1 wi = 0.(f) Justi�er l'existen
e d'une matri
e P inversible dont la dernière 
olonne est proportionnelle à B etd'une matri
e diagonale D que l'on déterminera, telle que : P�1AP = D, ave
 tP = P�1 (on nedemande pas la matri
e P ).(g) On note (pi;j)16i;j6n les 
oe�
ients de la matri
e tP . Montrer que :8i 2 [[1; n� 1℄℄; nXj=1 pi;j = 0; puis: 8i 2 [[1; n℄℄; nXj=1 p2i;j = 1:2. Soit q l'appli
ation de Mn;1(R) dans R dé�nie par :8X = 0BB�x1...xn1CCA 2 Mn;1(R); q(X) = tXMX; où M = 1n � A:(a) On pose Y = tPX , montrer que q(X) = 1n tY DY , puis que :q(X) = nXi=10�xi � 1n nXj=1 xj1A2(b) En utilisant l'é
riture q(X) = 1n tY DY , montrer queq(X) = n�1Xi=1 0� nXj=1 pi;jxj1A2 :3. Pour tout i de l'ensemble [[1; n� 1℄℄, on pose Yi = nXj=1 pi;jXj .(a) Justi�er que Yi suit une loi normale, puis montrer que E(Yi) = 0 et V (Yi) = �2.(b) En utilisant les résultats de la question IV-2, montrer que Un = 1�2 n�1Xi=1 Y 2i :(
) En admettant que les (Yi)16i6n�1 sont mutuellement indépendantes, justi�er que Un suit une loi du
hi-deux à n� 1 degrés de liberté.(d) Désormais, � désigne un réel appartenant à ℄0; 1℄. Montrer que les événements :" (n� 1)Sn�21��2 (n� 1) 6 �2 6 (n� 1)Sn�2�2 (n� 1)# et h�2�2 (n� 1) 6 Un 6 �21��2 (n� 1)isont égaux.(e) En déduire que la probabilité de l'événement " (n� 1)Sn�21��2 (n� 1) 6 �2 6 (n� 1)Sn�2�2 (n� 1)# est 1� �.4


