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Exercice 1 — On considére la suite de nombres réels (u,)nen définie par la relation de récurrence :
_ * * _ 2
up =a, a € R, Vn € N, upy1 = up +u;,.
Partie I — Convergence de (uy)nen

1. Montrer que cette suite est strictement positive et monotone.

2. Montrer que cette suite diverge vers l'infini.

Partie II — Comportement asymptotique de (u,,)nen

. . 1
On définit la suite (v, )nen par : v, = on Inu,.

1 1
1. Prouver que pour tout entier n de N : v,,41 — v, = gnil In (1 + u_n>

En déduire que quels que soient les entiers naturels n et p :

1 1
0< Un+p+1 — Un+p < Wln <]_+ E) i

2. En déduire que quels que soient les entiers naturels k et n :

1 1
0<’l}n+k+1—l}n<2—nln<1+a>.

3. Démontrer que la suite (v,,)nen est majorée, puis qu’elle converge vers une limite notée a.
4. Montrer que : Vn € N, wu, < exp(a-2").
En passant a la limite pour n fixé dans ’encadrement II-2, montrer que :
Vn €N, exp(a-2™) < u, + 1.
En déduire, lorsque n tend vers l'infini, I’équivalent suivant : u,, ol exp(a2).

5. On pose : (3, = exp(a - 2") — u,. Montrer que la suite (5,).en est bornée et qu’elle vérifie la relation

suivante :
28, —1= (Bn-i—l + Bi - Bn) exp(—a : 2n)-

1
6. Prouver enfin que lorsque n tend vers l'infini : u,, = —3 + exp(a-2") +o(1).



Exercice 2 —

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, et on adopte les notations suivantes :

e M, (R) : ensemble des matrices carrées d’ordre n, 4 coefficients réels.

e S, (R) : le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices symétriques.

o A, (R) : le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices antisymétriques.

On rappelle qu’une matrice A € My (R) est antisymétrique si ‘A = —A, ot 'A est la matrice transposée de A.
On définit les applications tr et ¢ par :

pour toute matrice A = (a;j)1<i,j<n €t B de M, (R) :

= Zaw et @(A,B) =tr( 'AB).

1. Montrer que tr est une application linéaire de M, (R) dans R qui vérifie :
VA e M, (R), VB € M, (R), tr(AB) = tr(BA).

2. Prouver que tr est surjective. Donner la dimension du noyau de tr.

3. Prouver que ¢ définit un produit scalaire dont la norme associée || - || vérifie
VA = (aij) € Ma(R), [JAP = ZZG i
i=1 j=1

4. Etablir que : VA € M, (R), |tr(4)] < /n-||A].

5. Démontrer que S, (R) et A,,(R) sont deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux de M,,(R) pour ¢.

6. Soit M = (m; ). En déduire que pour tout matrice A = (a; ;) de M,,( min a; ;i —m;
(mi;) que p (ai;) ), Men (R)ggzl i,j i.j)
1 n n
existe et vaut 1 ZZ aij — Q) .
Probléme —
On rappelle que :
+0o0
e La fonction T est la fonction définie pour x > 0 par ['(z) = t* et dt.

0
o Si X suit une loi normale et si « est un réel non nul, alors aX suit également une loi normale.
On admettra que I' (1) = /7.

On notera ® la fonction de répartition d’une variable suivant une loi normale centrée réduite.

Partie I —

On considére la variable aléatoire Y, = E XZ, ot X1,...,X, sontn variables aléatoires indépendantes suivant
k=1
toutes une loi normale centrée réduite.

1. Déterminer la fonction de répartition Fy, de Y1 = X7 en fonction de ®.

2. En déduire que Y7 est une variable aléatoire qui suit une loi gamma dont on précisera les parameétres.
3. Justifier que Y, suit une loi gamma de paramétres (2, ).

4. Donner les valeurs de l’espérance E(Y},) et de la variance V(Y;,) de Y,,.

b)

. On dit alors que Y, suit une loi du chi-deux a n degrés de liberté, notée x2(n).

Soient G, la fonction de répartition de Y, et 8 un réel dans l'intervalle ]0,1[. Montrer qu’il existe un

unique réel ¢ tel que G (t) = B. Ce réel est alors noté x3(n).



Dans la suite du probléme, on considére une suite (X;);>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes

suivant une méme loi normale N (m,o). L'objet des questions suivantes est de déterminer une estimation

ponctuelle (partie II) puis une estimation par intervalle de confiance (parties III et IV) de la variance o*.

Partie II — Estimation ponctuelle de o
(Enoncé légérement modifié pour coller & la terminologie du programme)
1 1 <
Pour n entier naturel non nul, on pose : F,, = — ZX”’ Vo =— Z(X@ — F,)2.
i i
1. (a) Montrer que (F},)nen est un estimateur sans biais de m
(b) Déterminer le risque quadratique de F}, et en déduire que F), est un estimateur convergent.
2. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Démontrer que :
puis que :

n—1
o2,

(b) Prouver que E(V,,) =

(c) En déduire un estimateur sans biais de o2.

Partie III -~ Estimation par intervalle de confiance de ¢?, m étant connue.

Pour n entier supérieur a 2, on pose :
1 o 1
_ 2 _ 2
Un—ﬁz;(Xi—m) et Tn_EZ(Xi—m) :
1=

1. Justifier que U, suit une loi du chi-deux & n degrés de liberté.

2. Soit « €]0, 1[. Montrer I’égalité des événements :

nT, . nT,
27” < 2 < =5 n
leg(n) X%(n)

En déduire que la probabilité de I’événement,

Partie IV — Estimation par intervalle de confiance de ¢?, m étant inconnue.

My 1(R) désigne ’ensemble des matrices a n lignes et 1 colonne & coefficients réels, et idg» lidentité de R™.
Pour n entier supérieur a 2, on pose :

n

1 ¢ 1 ) 1 o )
anﬁizzlxi, Sn = g 2 (X = M), Unzgi:ZI(Xi—Mn»

=

1. Soit ¢ 'endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique est A définie par :

ai7i=n—1

A = (aij)i<a,j<n, avec o
a;; =—1 sii#j,

et B la matrice de My 1(R) dont tous les éléments sont égaux & 1.



(a) Justifier que A est une matrice diagonalisable.

(b) Calculer le produit AB, en déduire une valeur propre de A et un vecteur propre de A associé a cette
valeur propre.

(c) Montrer que dimIm(yp — nidg=) = 1.

(d) En déduire la dimension de Ker(p — nidgn), les valeurs propres et les sous-espaces propres de la
matrice A.

w1
(e) Soit W =] : [ la matrice des coordonnées d’un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre n.

Wn,

n
Prouver que Z w; = 0.
i=1
(f) Justifier 'existence d’une matrice P inversible dont la derniére colonne est proportionnelle & B et
d’une matrice diagonale D que l'on déterminera, telle que : P"1AP = D, avec P = P~! (on ne
demande pas la matrice P).

(g) On note (p;;j)i<i,j<n les coefficients de la matrice 'P. Montrer que :

n n
Vie[l,n—1], Y pi; =0, puiss  Vie[Ln], > pi; =1
j=1

j=1

2. Soit ¢ Papplication de M,, 1(R) dans R définie par :

Zy
1
VX =| ! | e Mpi(R), ¢(X)='XMX, ou M= E'A'
Ln
1
(a) On pose Y = *PX, montrer que ¢(X) = — 'Y DY, puis que :
n

2
n

() =Y [wi- 2>

i=1

1
(b) En utilisant ’écriture ¢(X) = = %' DY, montrer que
n

n—1 n
q(X) = Z Dbi,j&j
i=1 \j=1
n
3. Pour tout i de I’ensemble [1,n — 1], on pose Y; = me-Xj.
j=1
(a) Justifier que Y; suit une loi normale, puis montrer que E(Y;) = 0 et V(Y;) = o2.
n—1
(b) En utilisant les résultats de la question IV-2, montrer que U, = — Z Y2
(2
i=1

(c) En admettant que les (Y;)1<i<n—1 sont mutuellement indépendantes, justifier que U, suit une loi du
chi-deux & n — 1 degrés de liberté.

(d) Désormais, « désigne un réel appartenant a ]0,1]. Montrer que les événements :

(n—-1)S, 02 < (n—1)S,

- < = et [Xi n—-1)<U, <X« n—l}
g1 G- (2= 1) g h)

sont égaux.

-1)S, . —-1)5,
(e) En déduire que la probabilité de 1’événement lu <o’ < (27)5

< < est 1 —a.
s (1) (- 1>]



