
05/02/2009 � Semaine 16 � ECS 1 A. Troes
h
Question de 
ours : Dé�nition d'une famille libreExer
i
e 1 �Soit u 2 L(E). On note u2 = u Æ u. Montrer que :1. Keru � Keru2 et Imu2 � Imu.2. Keru = Keru2 () Imu \ Keru = f0g:Exer
i
e 2 � Étudier la liberté des familles suivantes (dans le R-ev des fon
tions deR dans R) :1. ('a; 'b), (a; b) 2 R2 , où pour tout a 2 R, 'a : x 7! sin(x+ a).2. ('a; 'b; '
), (a; b; 
) 2 R3 .
Question de 
ours : Dé�nition du noyau d'une appli
ation linéaire. Cara
térisationde l'inje
tivité à l'aide du noyau (ave
 preuve)Exer
i
e 3 � Étudier la liberté de la famille suivante dans le R espa
e ve
toriel desfon
tions de R dans R : (fk)06k6n; fk : x 7! 
osk x:Exer
i
e 4 � Soit E, F et G trois espa
es ve
toriels sur R. Soit f 2 L(E;F ) etg 2 L(F;G). Montrer les formules suivantes :1. Ker(g Æ f) = f�1 (Ker(g)) ;2. Ker(g Æ f) � Ker(f) ;3. Im(g Æ f) = g (Im(f)) ;4. Im(g Æ f) � Im(g) ;5. Ker(g Æ f) = Ker(f)() Ker(g) \ Im(f) = f0g ;6. Im(g Æ f) = Im(g)() Ker(g) + Im(f) = F .Question de 
ours : Dé�nition d'une appli
ation linéaire, d'un endomorphisme,d'un isomophisme, d'un automorphisme. Notations pour les ensembles.Exer
i
e 5 � On dit qu'un endomorphisme p de E est un proje
teur de E si etseulement si p Æ p = p1. Montrer que idE et 0L(E) sont des proje
teurs.2. Montrer que si p est un proje
teur de E, alors idE � p est un proje
teur de E.3. Montrer que si p est un proje
teur, Im(p) = fx 2 E; p(x) = xg4. Montrer que si p est un proje
teur, alors Im(p) et Ker(p) sont supplémentairesdans E.5. Soient p et q deux proje
teurs. Montrer que p = q si et seulement si Im p = Im qet p Æ q = q Æ p.6. Soient p et q deux proje
teurs de E. Montrer que p+ q est un proje
teur si etseulement si p Æ q = q Æ p = 0.


