
05/03/2009 � Semaine 18 � ECS 1 A. TroeshQuestion de ours : Théorème des valeurs intermédiaires (ave démonstration)Exerie 1 � Soit f : [0; 1℄ �! [0; 1℄, ontinue.1. Montrer que : 8n > 1; 9un 2 [0; 1℄; f(un) = unn.2. On suppose que f est stritement déroissante. Montrer que pour tout n > 1,un est unique, et que limn!+1un = 1.Exerie 2 �1. Étudier la ontinuité de la fontion f : R ! R f dé�nie par : f(x) = x si x 2 Qet f(x) = 0 si x 2 R � Q ;2. Donner un exemple d'appliation f : R ! R disontinue en tout point de R, ettelle que jf j soit ontinue sur R.3. Donner un exemple d'appliation f : [0; 1℄ ! [0; 1℄ bijetive, et disontinue entout point de [0; 1℄.
Question de ours : Caratérisation séquentielle de la limiteExerie 3 � Soit f : R ! R une fontion bornée sur tout intervalle de longueur 1.On suppose que limx!+1(f(x+ 1)� f(x)) = 0. Montrer que limx!+1 f(x)x = 0:Exerie 4 � Soit I un intervalle, et f : I ! R une fontion ontinue telle quef(I) � Q. Montrer que f est onstante.
Question de ours : Dé�nition de la limite ; aratérisation par ", aratérisationséquentielle.Exerie 5 � Soit f : [a; b℄ ! [a; b℄ une fontion ontinue sur [a; b℄. Montrer qu'ilexiste  2 [a; b℄ tel que f() =  (autrement dit, f admet un point �xe).Exerie 6 � On dit qu'un endomorphisme p de E est un projeteur de E si etseulement si p Æ p = p1. Montrer que idE et 0L(E) sont des projeteurs.2. Montrer que si p est un projeteur de E, alors idE � p est un projeteur de E.3. Montrer que si p est un projeteur, Im(p) = fx 2 E; p(x) = xg4. Montrer que si p est un projeteur, alors Im(p) et Ker(p) sont supplémentairesdans E.5. Soient p et q deux projeteurs. Montrer que p = q si et seulement si Im p = Im qet p Æ q = q Æ p.6. Soient p et q deux projeteurs de E. Montrer que p+ q est un projeteur si etseulement si p Æ q = q Æ p = 0.


