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hQuestion de 
ours : Théorème des valeurs intermédiaires (ave
 démonstration)Exer
i
e 1 � Soit f : [0; 1℄ �! [0; 1℄, 
ontinue.1. Montrer que : 8n > 1; 9un 2 [0; 1℄; f(un) = unn.2. On suppose que f est stri
tement dé
roissante. Montrer que pour tout n > 1,un est unique, et que limn!+1un = 1.Exer
i
e 2 �1. Étudier la 
ontinuité de la fon
tion f : R ! R f dé�nie par : f(x) = x si x 2 Qet f(x) = 0 si x 2 R � Q ;2. Donner un exemple d'appli
ation f : R ! R dis
ontinue en tout point de R, ettelle que jf j soit 
ontinue sur R.3. Donner un exemple d'appli
ation f : [0; 1℄ ! [0; 1℄ bije
tive, et dis
ontinue entout point de [0; 1℄.
Question de 
ours : Cara
térisation séquentielle de la limiteExer
i
e 3 � Soit f : R ! R une fon
tion bornée sur tout intervalle de longueur 1.On suppose que limx!+1(f(x+ 1)� f(x)) = 0. Montrer que limx!+1 f(x)x = 0:Exer
i
e 4 � Soit I un intervalle, et f : I ! R une fon
tion 
ontinue telle quef(I) � Q. Montrer que f est 
onstante.
Question de 
ours : Dé�nition de la limite ; 
ara
térisation par ", 
ara
térisationséquentielle.Exer
i
e 5 � Soit f : [a; b℄ ! [a; b℄ une fon
tion 
ontinue sur [a; b℄. Montrer qu'ilexiste 
 2 [a; b℄ tel que f(
) = 
 (autrement dit, f admet un point �xe).Exer
i
e 6 � On dit qu'un endomorphisme p de E est un proje
teur de E si etseulement si p Æ p = p1. Montrer que idE et 0L(E) sont des proje
teurs.2. Montrer que si p est un proje
teur de E, alors idE � p est un proje
teur de E.3. Montrer que si p est un proje
teur, Im(p) = fx 2 E; p(x) = xg4. Montrer que si p est un proje
teur, alors Im(p) et Ker(p) sont supplémentairesdans E.5. Soient p et q deux proje
teurs. Montrer que p = q si et seulement si Im p = Im qet p Æ q = q Æ p.6. Soient p et q deux proje
teurs de E. Montrer que p+ q est un proje
teur si etseulement si p Æ q = q Æ p = 0.


