
12/03/2009 � Semaine 19 � ECS 1 A. TroeshQuestion de ours : Théorème des valeurs intermédiaires (ave idée rapide de ladémonstration démonstration)Exerie 1 � Soit f : [0; 1℄ �! [0; 1℄, ontinue.1. Montrer que : 8n > 1; 9un 2 [0; 1℄; f(un) = unn.2. On suppose que f est stritement déroissante. Montrer que pour tout n > 1,un est unique, et que limn!+1un = 1.Exerie 2 � Soit (un)n2N la suite dé�nie par u0 = a 2 R+ , et pour tout n 2 N ,un+1 = p3un + 4.1. Montrer que la fontion f : x 7! p3x+ 4 est roissante sur son domaine dedé�nition.2. Montrer que (un)n2N est monotone. Étudier son sens de variation suivant lavaleur de a.3. Montrer que (un)n2Nonverge, et déterminer sa limite.Question de ours : Théorème de la bijetion (sans démonstration)Exerie 3 � Soit I un intervalle, et f : I ! R une fontion ontinue telle quef(I) � Q. Montrer que f est onstante.Exerie 4 � (Algorithme de Héron) Soit a > 0, et (un)n2Nla suite dé�nie par u0 > 0et 8n 2 N; un+1 = 12 �un + aun� :1. Montrer que (un) onverge, et déterminer sa limite.2. Montrer que pour tout n 2 N� , ��un+1 �pa�� 6 (un �pa)22pa :3. En déduire une majoration de jun �paj en fontion de a, u1 et n.4. Donner une ondition pour que ette majoration puisse s'exprimer en fontionde a, u0 et n. Quelle majoration obtient-on ?5. On prend u0 = 2. Déterminer une valeur de n aussi petite que possible pourlaquelle un donne une valeur approhée de p2 à 10�100 près. Reprendre laquestion à l'aide ette fois d'une majoration de jun �paj en fontion de a, u1et n.
Question de ours :Dé�nition de la ontinuité, aratérisation par ", aratérisationséquentielle.Exerie 5 � Soit f : R+ �! R+ une appliation ontinue telle que 8x > 0, f(x) < x.1. Montrer que f(0) = 0.2. Montrer que pour tout 0 < a < b, il existe M < 1 tel que f(x) 6Mx sur [a; b℄.Exerie 6 � Soit f : R ! R une appliation ontinue et surjetive telle que pourtout y 2 R, f�1(y) est un sous-ensemble borné de R. Montrer que f admet des limitesin�nies en +1 et �1, de signe opposé.


