
18/06/2009 � Semaine 30 � ECS 1 A. TroeshQuestion de ours : Dé�nition de la onvexité. Caratérisation pour des fontionsde lasse C1 ; de lasse C2.Exerie 1 � Soit A =
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!.1. Trouver P ∈ GL2(R) et D diagonale tels que D = P−1AP .2. Soit B tel que BA = AB. Montrer que tout veteur propre de A est veteurpropre de B. En déduire que P−1BP est diagonale dès que B ommute ave
A.3. Trouver toutes les matries M réelles d'ordre 2 telles que M2 = A.4. Même question ave A = I2, puis A =
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Question de ours : Voisinage, ouvert, fermé. Union et intersetion d'ouverts.Exerie 2 � Soit A =
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. A est-elle diagonalisable ?Exerie 3 � Soit f l'appliation dé�nie sur (R∗

+)2 à valeurs réelles, par :
f(x, y) =

x2 + xy +
√

y

x
√

y
.1. Montrer que pour tout (a, b, c) de (R∗

+)2, on a a+b+c

3
> (abc)

1

3 , ave égalité si etseulement si a = b = c (on pourra utiliser la onavité d'une ertaine fontion)2. En déduire que pour tout (x, y) ∈ (R∗

+)2, f(x, y) > 3, puis montrer que f admetun minimum, atteint en un unique point que l'on préisera.3. Résoudre dans R
2 l'inéquation e2x + ey

6 ex+y(3 − ey).Question de ours : Matrie de passage, formule de hangement de base.Exerie 4 � Soit (un)n∈N∗ la suite dé�nie pour n > 1 par un =
n
P

k=1

1

k
− ln n.1. En utilisant un enadement de 1

x
sur haque intervalle [k, k + 1], k ∈ [[1, n− 1]],montrer que pour tout n ∈ N

∗, un ∈ [0, 1].2. (a) Montrer que la fontion x 7→ ln(1 + x) est onave sur ] − 1, +∞[.(b) En érivant un−un−1 = ϕ
`

1
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´ pour une ertaine fontion ϕ, montrer quela suite (un)n∈N∗ est monotone. En déduire qu'elle est onvergente.Dans toute la suite de l'exerie, on note γ la limite de (un)n∈N∗ .3. Soit, pour tout n ∈ N
∗ : Dn =
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.(a) Représenter graphiquement Dn et montrer que l'aire de Dn est égale à
un − un+1.(b) Montrer : ∀n ∈ N

∗
,
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.(On pourra utiliser de deux manières la onvexité de la fontion x 7→ 1

x
)4. En déduire : ∀n ∈ N

∗
, un − 1

2n
6 γ 6 un − 1

2(n + 1)
.


