
09/10/2008 � Semaine 4 � ECS 1 A. Troes
hQuestion de 
ours : Changement de variable dans une intégrale.Exer
i
e �1. Soit P (X) un polyn�me de degré noté n tel qu'il existe � 2 R tel que(X2 � 1)P 00(X) + 4XP 0(X) = �P (X): (1)(a) Montrer, en 
onsidérant les termes de plus haut degré, que � = n(n+ 3).(b) Soit Q(X) = (�1)nP (�X). Montrer que Q(X) est solution de (1).(
) En étudiant deg(P (X)�Q(X)), prouver que P (X) = Q(X).En déduire la parité de P (X) en fon
tion de n.2. Montrer que pour tout n, l'équation (1) admet une unique solution Pn unitaire.On pourra donner une relation de ré
urren
e satisfaite par les 
oe�
ients dePn.Question de 
ours : Dé�nition, dérivabilité et dérivée de Ar
tanExer
i
e �Soit P (X) un polyn�me nul de degré p. Pour tout entier n > 0, on lui asso
ie lepolyn�me Dn(P ) dé�ni par : Dn(P ) = (X2 � 1)P 00(X) + 2XP 0(X)� n(n+ 1)P (X):1. (a) Véri�er que le polyn�me Dn(P ) est de degré inférieur ou égal à p, endistinguant les trois 
as p = 1, p = 1 et p > 2.(b) Montrer que :� lorsque p = 0, Dn(P ) est le polyn�me nul si et seulement si n = 0.� lorsque p > 1, le degré du polyn�me Dn(P ) est stri
tement inférieur àp si et seulement si p = n.En déduire que si un polyn�me P , di�érent du polyn�me nul, véri�eDn(P ) = 0, alors son degré est n.(
) Déterminer tous les polyn�mes P véri�ant Dn(P ) = 0, lorsque n 2 [[0; 3℄℄.2. (a) Pour tout polyn�me P de degré n > 2, expli
iter les 
oe�
ients du poly-n�me Dn(P ) en fon
tion des 
oe�
ients de P .(b) Soit a 6= 0. Montrer qu'il existe un unique polyn�me P (X) de degré n de
oe�
ient dominant a tel que Dn(P ) = 0.
Question de 
ours : Degré d'une somme et d'un produit de polyn�mes.Exer
i
e 1 � On dé�nit, pour tout x 2 R, sh(x) = ex � e�x2 .1. Montrer que sh admet une fon
tion ré
iproque Argsh dérivable sur son domainede dé�nition. Déterminer sa dérivée.2. Expli
iter Argsh à l'aide des fon
tions logarithme et exponentielle.3. Retrouver l'expression de la dérivée de Argsh.Exer
i
e 2 �Cal
uler Z 1�1 Ar
tan(x) sin(Ar
tan(x))1 + x2 dx.


