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Matri
es symétriques - antisymétriquesSoit n un entier naturel non nul, on note Sn l'ensemble des matri
es symétriques deMn(K), et An l'ensemble des matri
es antisymétriquesde Mn(K).1. (a) Montrer que An et Sn sont deux sous-espa
es ve
toriels de Mn(K) donton pré
isera les dimensions.(b) Montrer que Sn et An sont supplémentaires dans Mn(K).2. Soit A une matri
e de Mn(K), on 
onsidère l'appli
ation f : An ! Mn(K)telle que f(M) = tA �M +M � A.(a) Montrer que f peut être 
onsidéré 
omme un endomorphisme de An.(b) Montrer que tr(f) = (n � 1) tr(A) (on rappelle que deux matri
es sem-blables ont même tra
e)3. (a) Soit N une matri
e de Sn. Montrer que N = 0() tr(N2) = 0.(b) Soit (A;B) 2 S2n. Montrer queAB = BA() tr((AB �BA)4) = 0:
Exer
i
e 1 � Soit A = 0��13 8 �3�2 4 �6�1 8 9 1A.1. La matri
e A est-elle diagonalisable ?2. Cal
uler An pour tout n 2 N.Exer
i
e 2 � Soit E un K espa
e ve
toriel de dimension �nie non nulle n, et E1 etF1 deux sous-espa
es ve
toriels de E tels que E = E1 + F1.1. Montrer l'existen
e d'un sous-espa
e ve
toriel E2 in
lus dans F1 et d'un sous-espa
e ve
toriel F2 in
lus dans E1 tels queE = E1 �E2 et E = F1 � F2:2. Soit s la symétrie ve
torielle par rapport à E1 de dire
tion E2, et s0 la symétriepar rapport à F1 de dire
tion F2. Démontrer que s0 Æ s = s Æ s0.3. Démontrer que s0 Æ s est une symétrie ve
torielle dont on pré
isera les éléments
ara
téristiques.Matri
es sto
hastiquesSoit A = (ai;j) 2Mn(R). On dit que A est sto
hastique si et seulement si l'on a :8(i; j) 2 [[1; n℄℄2; ai;j > 0 et 8i 2 [[1; n℄℄; nXj=1 ai;j = 1:1. Montrer que le produit de deux matri
es sto
hastiques est sto
hastique.2. Soit A = (ai;j) 2 Mn(R), ave
 8i; j; ai;j > 0, et V 2 Mn;1(R) dont tous les
oe�
ients valent 1. Montrer que A est sto
hastique si et seulement si AV = V .3. (a) Justi�er que 1 est une valeur propre de toute matri
e sto
hastique.(b) Soit � 2 C une valeur propre d'une matri
e sto
hastique A, 
onsidérée
omme matri
e 
omplexe. Soit B la base 
anonique de C n et f l'endomor-phisme de C n tel que MB(f) = A. Pour x = (x1; : : : ; xn) de C n , on pose :kxk = max(jx1j; : : : ; jxnj):Montrer quei. pour tout x 2 C n , kf(x)k 6 kxk ;ii. j�j 6 1.4. Soit A une matri
e sto
hastique deMn(R), � une éventuelle valeur propre de A,
onsidérée 
omme matri
e à 
oe�
ients 
omplexes, ave
 � 6= 1, et X = 0B�x1...xn1CAun ve
teur propre asso
ié à �. Montrer que nPi=1xi = 0.


