
22/09/2008 � Semaine 2 � ECS 2 A. Troes
hPour n > 2, on note E l'ensemble des matri
es A 2Mn(R) de la forme :A = 0BBBBBBBB�a+ b 0 � � � 0 bb a . . . ... b... 0 . . . 0 ...... ... . . . a bb 0 � � � 0 a+ b
1CCCCCCCCAI désigne la matri
e identité, et J la matri
e élément de E obtenue pour a = 0 etb = 1.1. Montrer que E est un espa
e ve
toriel et que (I; J) en est une base.2. Cal
uler Jk pour tout entier naturel k non nul. Prouver que E est stable parproduit.3. Pour A = aI + bJ , et p 2 N, exprimer en fon
tion de a, b et p les 
oordonnéesde la matri
e Ap dans la base (I; J).4. On 
onsidère un élément A = aI + bJ de E, tel que b 6= 0.(a) Prouver qu'il existe deux réels � et � tels que A2 = �A+ �I(b) En déduire les valeurs propres possibles de A(
) A est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer une base de ve
teurs propresde l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à A.

Question de 
ours : Dé�nir une forme bilinéaire. Matri
e d'une forme bilinéiaredans une base ; formule de 
hangement de base (sans démonstration).Exer
i
eOn 
onsidère la matri
e A élément de M2p+1(R) dé�nie par (ai;j), ave
8(i; j) 2 [[1; 2p+ 1℄℄; ai;j = 8><>:1 si i = j1 si i+ j = 2p+ 20 sinon.1. Représenter A sous forme d'un tableau2. La matri
e A est-elle inversible ?3. Diagonaliser A.
Soit (�1; : : : ; �n) 2 C n , on 
onsidère la matri
e :C(�1; : : : ; �n) = 0BBB��1 �2 � � � �n�n �1 � � � �n�1... ... ...�2 �3 : : : �1 1CCCAChaque ligne se déduit de la pré
édente par une permutation 
ir
ulaire, 
onsistant enun dé
alage d'un rang vers la droite, et retour en tête de l'élément �nal de la lignepré
édente. Une telle matri
e est appelée matri
e 
ir
ulante.1. On 
onsidère la matri
e J = C(0; 1; 0 : : : ; 0).(a) Exprimer J à l'aide des matri
es Ei;j de la base 
anonique de Mn(C ).(b) Pour k 2 [[1; n℄℄, 
al
uler Jk et montrer que C(�1; : : : ; �n) s'exprime
omme une 
ombinaison linéaire des Jk.(
) Soit Cn = fC(�1; : : : ; �n); �i 2 C g. Montrer que Cn est un espa
e ve
to-riel, et déterminer sa dimension.2. (a) Déterminer les valeurs propres 
omplexes de J et les sous-espa
es propres
orrespondants.(b) Montrer que C(�1; : : : ; �n) est diagonalisable, déterminer � une matri
ediagonale semblable à C(�1; : : : ; �n), et déterminer les valeurs propres deC(�1; : : : ; �n).


