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Pour n > 2, on note E I'ensemble des matrices A € M, (R) de la forme :

a+b 0 --- 0 b
b a - ¢ b
A= 0 " 0
: : - a b
b 0 -~ 0 a+b

I désigne la matrice identité, et J la matrice élément de E obtenue pour a = 0 et
b=1.

1. Montrer que E est un espace vectoriel et que (I,J) en est une base.

2. Calculer J* pour tout entier naturel k& non nul. Prouver que E est stable par
produit.

3. Pour A =al +bJ, et p €N, exprimer en fonction de a, b et p les coordonnées
de la matrice AP dans la base (I,.J).

4. On considére un élément A = al + bJ de E, tel que b # 0.
(a) Prouver qu'il existe deux réels « et 3 tels que A* = oA + BI
(b) En déduire les valeurs propres possibles de A

(c) A est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer une base de vecteurs propres
de ’endomorphisme canoniquement associé a A.

Question de cours : Définir une forme bilinéaire. Matrice d’'une forme bilinéiare
dans une base ; formule de changement de base (sans démonstration).

Exercice
On considére la matrice A élément de Mypy1(R) définie par (a;,;), avec

1 sii=j
V(i,j) € [1,2p+1], aij =<1 sii+j=2p+2
0 sinon.
1. Représenter A sous forme d’un tableau
2. La matrice A est-elle inversible ?
3. Diagonaliser A.
Soit (a1,...,an) € C*, on considére la matrice :
Q) Q2 - Qnp
Qp Q1 Qn—1
Clat,...,an) =
a9 a3 . a1

Chaque ligne se déduit de la précédente par une permutation circulaire, consistant en
un décalage d’un rang vers la droite, et retour en téte de I’élément final de la ligne
précédente. Une telle matrice est appelée matrice circulante.

1. On considére la matrice J = C(0,1,0...,0).
(a) Exprimer J a laide des matrices E;; de la base canonique de M, (C).

(b) Pour k € [1,n], calculer J* et montrer que C(a,...,a,) s’exprime
comme une combinaison linéaire des J*.

(c) Soit Cp, = {C(ai,...,an),a; € C}. Montrer que C,, est un espace vecto-
riel, et déterminer sa dimension.

2. (a) Déterminer les valeurs propres complexes de J et les sous-espaces propres

correspondants.
(b) Montrer que C(au,...,a,) est diagonalisable, déterminer I" une matrice
diagonale semblable a C'(au,...,an), et déterminer les valeurs propres de

Claa,...,an).




