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h
Soit A = 0BB�1 1 1 11 2 3 42 3 4 53 5 7 91CCA, et soit f 2 L(R4) 
anoniquement asso
iée.1. Déterminer une base de Im(f) et de Ker(f).2. Déterminer une base orthonormale (b1; b2) de Im(f).3. Déterminer une base de Im(f)?, puis une base orthonormale4. Justi�er l'existen
e pour tout x 2 R4 de p(x), le projeté orthogonal de x surIm(f). Justi�er que 
ela dé�nit p 2 L(R4).5. Déterminer la matri
e de p dans une base de votre 
hoix.6. Déterminer de deux manières la matri
e de p dans la base 
anonique de R4 .
Soit f une fon
tion 
ontinue sur ℄ � 1; 1[. On dit que l'intégrale Z 1�1 f(t) dt 
onvergesi les deux limites limx!1� Z x0 f(t) dt et limy!�1+ Z 0y f(t) dt existent dans R. Dans 
e 
as,on dé�nit : Z 1�1 f(t) dt = limx!1� Z x0 f(t) dt+ limy!�1+ Z 0y f(t) dt:1. Montrer que pour tout n 2 N, l'intégrale Z 1�1 tnp1� t2 dt 
onverge.2. Montrer que pour tout P 2 R[X℄, l'intégrale Z 1�1 P (t)p1� t2 dt 
onverge.3. Soit n 2 N. Montrer que l'appli
ation dé�nie sur Rn [X℄2 par8(P;Q) 2 Rn [X℄2; hP;Qi = Z 1�1 P (t)Q(t)p1� t2 dtest un produit s
alaire sur Rn [X℄.4. On dé�nit la suite de polyn�mes (polyn�mes de T
heby
hev de première espè
e)T0 = 1; T1 = X; 8k 2 N; Tk+2 = 2XTk+1 � Tk:Montrer que pour tout k 2 N, pour tout x 2 R, Tk(
os(x)) = 
os(kx).5. Montrer que la famille (T0; T1; : : : ; Tn) est une famille orthogonale de Rn [X℄.6. Cal
uler kTkk, pour tout k 2 [[0; n℄℄.Soit E = M3(R).1. On 
onsidère l'appli
ation dé�nie sur E �E par :8(A;B) 2 E2; hA;Bi = tr(A tB):Montrer que h�; �i est un produit s
alaire sur E.2. (a) On pose J = 0�1 1 11 1 11 1 11A. Déterminer l'orthogonal de J .(b) Soit F le sous-espa
e ve
toriel engendré par J . Soit A = (ai;j) une matri
ede E. On note A0 le projeté orthogonal de A sur F , et A00 son projetéorthogonal sur F?. Déterminer A0 et A00.(
) Appli
ation : déterminer les projetés orthogonaux sur F et F? de lamatri
e I3.


