
13/10/2008 � Semaine 5 � ECS 2 A. Troes
hSoient a et b deux réels, tels que a < b, fune fon
tion 
ontinue stri
tement positivesur [a; b℄. On dé�nit sur R[X℄ un produit s
alaire par :8(P;Q) 2 (R[X℄)2 ; hP;Qi = Z ba f(t)P (t)Q(t) dt:Pour tout n 2 N, on note aussi h�; �i la restri
tion de 
e produit s
alaire à Rn [X℄. SoitB = (P0; : : : ; Pn) la base orthonormale 
onstruite pour le produit s
alaire pré
édent àpartir de la base 
anonique de Rn [X℄ par le pro
édé d'orthonormalisation de S
hmidt.1. Montrer que pour tout k 2 N, degPk = k.2. (a) Soit i > 1, k 2 N. En 
onsidérant le produit s
alaire hXPi; Pki, montrerque XPi 2 Ve
tfPi�1; Pi; Pi+1g.(b) En déduire l'existen
e de 3 suites (an)n2N, (bn)n 2 N et (
n)n2N tellesque : 8n 2 N; anPn + (bn �X)Pn+1 + 
nPn+2 = 0:3. Soit n 2 N� . Du 
al
ul de hPn; P0i, déduire que Pn possède au moins une ra
ined'ordre impair dans ℄a; b[.4. Soient �1; : : : ; �r les ra
ines d'ordre impair de Pn, appartenant à ℄a; b[ et Q =rQi=1(X � �i). Montrer que hPn; Qi 6= 0, et en déduire que Pn possède n ra
inesd'ordre 1 dans ℄a; b[.Composée de deux proje
teurs orthogonauxSoit E un espa
e ve
toriel eu
lidien et F un sev de E. On note pF la proje
tionorthogonale sur F .1. (a) Montrer que F = fx 2 E; kpF (x)k = kxk:g.(b) Montrer que pF est un endomorphisme symétrique.2. Soient F et G deux sev de E, et pF et pG les proje
tions orthogonales respe
ti-vement sur F et G. On suppose dans 
ette question que pF ÆpG est la proje
tionorthogonale sur un sev H.(a) Montrer que H = F \G.(b) Montrer que pF Æ pG = pG Æ pF .3. On suppose dans 
ette question que pF et pG 
ommutent.(a) Montrer que G = (F \G)� (F? \G).(b) Montrer que pF Æ pG est la proje
tion orthogonale sur F \G.4. On suppose que F et G sont deux droites ve
torielles. Montrer que pF Æ pG estune proje
tion orthogonale non nulle si et seulement si F = G.5. On suppose que G est une droite ve
torielle. Donner une 
ondition né
essaireet su�sante simple pour que pF ÆpG soit une proje
tion orthogonale non nulle.
Exer
i
e 1Soit A = 0BB� 5 1 �1 11 5 �1 1�1 �1 5 �11 1 �1 5 1CCA1. A est-elle diagonalisable ?2. Determiner une matri
e orthogonale P telle que tPAP est diagonale.Exer
i
e 2Soit A = (ai;j)16i;j6n une matri
e orthogonale. Montrer que :������ X16i;j6n ai;j ������ 6 n 6 X16i;j6n jai;j j 6 npn:


