
20/10/2008 � Semaine 6 � ECS 2 A. TroeshExerie 1 � Déomposition d'une matrie en valeurs singulièresSoit (n; p) 2 (N� )2. On identi�e Mn;1(R) et Mp;1(R) ave Rn et Rp . Soit A 2Mn;p(R).1. Montrer que tAA = 0() A = 0. Dans la suite, on suppose que A 6= 0.2. (a) Montrer que les matries tAA et A tA sont diagonalisables.(b) Montrer que les valeurs propres de tAA sont réelles, positives ou nulles.3. Soit (V1; : : : ; Vp) une base orthonormée de veteurs propres de tAA respetive-ment assoiées aux valeurs propres �1; : : : ; �p, rangées telles que �1 > � � � > �p.(a) Montrer que �1 > 0.Soit r = maxfi 2 [[1; p℄℄; �i > 0g. En partiulier, Vr+1; : : : ; Vn 2 Ker( tAA).(b) Montrer : KerA = Ker( tAA), Ker( tA) = (ImA)?, rg( tAA) = rg(A tA).() Montrer que r 6 n et que dimKer(A tA) = n� r.Pour i 2 [[1; r℄℄, on pose �i = p�i, Ui = 1�iAVi, et si r < n, on note(Ur+1; : : : ; Un) une base orthonormale de Ker(A tA).(a) Montrer que :8i 2 [[1; r℄℄; tAUi = �iVi; 8i 2 [[r+1; p℄℄; AVi = 0; 8i 2 [[r+1; n℄℄; tAUi = 0:4. On note V la matrie dont les olonnes sont V1; : : : ; Vp, et u la matrie dont lesolonnes sont U1; : : : ; Un. Caluler � = tUAV et en déduire l'expression de Aen fontion de �, U et V (déomposition de A en valeurs singulières).Exerie 2 � Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit fn : [0;+1[! R l'appliationdé�nie pour tout x 2 [0;+1[ par fn(x) = xn � nx+ 1.1. Prouver l'existene de deux raines �n et �n de fn telles que 0 < �n < 1 < �n.2. Montrer que (�n)n>3 onverge et aluler sa limite.3. Montrer que �n �+1 1n .4. (a) Montrer que pour tout n > 3, fn �1 + 2pn� > n.(b) En déduire un enadrement de (�n)n>3 et sa limite `.() En remarquant que pour tout n > 3, n ln(�n) = ln(n�n � 1), trouver unéquivalent de ln(�n), et en déduire que �n � ` �+1 lnnn .Exerie 3 � Expliiter, puis donner un équivalent simple de la suite dé�nie parw0 = 1, w1 = 0, w2 = 1 et 8n 2 N,8n 2 N; wn+3 = 6wn+2 � 11wn+1 + 6wn + a;lorsque a = 0. Même question lorsque a = 2.
Exerie 4 � Soit (un)n2N la suite dé�nie par u0 = a > 0 et pour tout n 2 N,un+1 = unp1 + u2n .1. Montrer que (un)n2Nonverge.2. Soit, pour tout n > 1, wn = 1u2n � 1u2n�1 . Caluler wn pour tout n > 1.3. En alulant 1n nXk=1wk de deux manières di�érentes, déterminer la limite de(nu2n)n2N, et en déduire un équivalent simple de (un)n2N.Exerie 5 � Expliiter, puis donner un équivalent simple de la suite dé�nie paru0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = 3un + vnlorsque 8n 2 N; vn = 4. Même question lorsque 8n 2 N; vn = 2n + 2.


