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ursivitéUne fon
tion ou une pro
édure ré
ursive est une fon
tion ou une pro
édure qui 
ontient un ouplusieurs appels à elle-même.Par exemple, le 
al
ul du terme de rang n d'une suite dé�nie par une relation de ré
urren
e un = f(un�1) peutse faire dans une fon
tion nommée u par l'instru
tionu :=f(u(n-1))Par exemple, pour 
al
uler u8, l'ordinateur doit 
al
uler f(u7), et pour 
ela, doit 
al
uler u7, en faisant appel àla fon
tion u ; il doit ainsi 
al
uler f(u6), et
. Il faut espérer que le programmeur, 
omme le mathémati
ien, abien fondé sa ré
urren
e en donnant expli
itement un terme (le terme initial), faute de quoi l'ordinateur empileles appels à la fon
tion u en 
her
hant à 
al
uler des termes d'indi
e de plus en plus petit, jusqu'à �1, sansjamais s'arrêter.Ainsi, il ne faut pas oublier d'initialiser une fon
tion ou une pro
édure ré
ursive, 
e qui se faitsouvent à l'aide d'une stru
ture 
onditionnelle. Par exemple, si la valeur initiale de la suite 
i-dessus est u0 = 2,on é
rira :fun
tion u(n : integer ) : real ;begini f n<0 thenbeginwriteln ( ' Erreur ' ) ;ha l t ;end ;i f n=0 thenu:=2elseu:= f (u (n�1)) ;end ;La première stru
ture 
onditionnelle arrête le programme, grâ
e à l'instru
tion halt, en a�
hant un messaged'erreur (
ar la suite n'est pas dé�nie au rang demandé), la deuxième stru
ture 
onditionnelle donne l'initia-lisation pour n = 0, ainsi que la relation de ré
urren
e, pour n > 0. Remarquez qu'il n'est pas né
essaired'imbriquer les stru
tures 
onditionnelles l'une dans l'autre i
i, 
ar si la première 
ondition est satisfaite, onsort du programme, et on ne passe pas par la deuxième stru
ture.Il est important de noter qu'on peut toujours � déré
ursiver � un algorithme ré
ursif, 
'est-à-direl'é
rire à l'aide de bou
les, sans appel ré
ursif. Pour exemple, nous avons déjà eu l'o

asion de 
al
uler len-ième terme d'une suite dé�nie par ré
urren
e à l'aide d'une bou
le, sans appel ré
ursif.Néanmoins, 
ette déré
ursi�
ation n'est pas toujours évidente, et né
esite parfois d'� empiler � en mémoire lesrésultats su

essifs obtenus a�n de les réutiliser ultérieurement. Cette gestion des � piles � de résultats s'avèreparfois di�
ile à programmer dire
tement.Exer
i
e 1 �1. É
rire une fon
tion ré
ursive 
al
ulant le n-ième terme de la suite dé�nie par u0 = 3 et pour tout n > 0,un = u2n�1 � 5.2. Est-il possible fa
ilement d'é
rire une fon
tion ré
ursive 
al
ulant la plus petite valeur de n pour laquelleun > 10000, ainsi que la valeur un 
orrespondant ?On remarquera que la ré
ursivité peut être intéressante pour les suites dé�nies par une ré
ur-ren
e, pour 
al
uler un terme d'indi
e donné à l'avan
e, mais pas pour gérer des 
onditionsd'arrêt un peu plus 
ompliquées.
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Exer
i
e 2 �1. É
rire une fon
tion ré
ursive 
al
ulant le n-ième terme de la suite de Fibona

i, dé�nie par F0 = 0, F1 = 1et pour tout n 2 N, Fn+2 = Fn+1 + Fn.2. Testez votre fon
tion pour n = 10, n = 20, n = 30, n = 40, n = 50, n = 60.3. Si l'ordinateur a du mal à faire 
es derniers 
al
uls :(a) Expliquez 
ette di�
ulté en déterminant le nombre d'opérations e�e
tuées dans votre algorithmepour 
al
uler Fn, et 
omparer au nombre d'opérations que vous e�e
tueriez si vous 
al
uliez Fn à lamain.(b) É
rire une fon
tion ré
ursive pour 
al
uler Fn, ne faisant qu'un appel ré
ursif, et 
omparer sesperforman
es à 
elles de la première fon
tion.Un des grands dangers de la ré
ursivité est l'explosion du nombre d'appels. Si, pour 
al
uler leterme un d'une suite dé�nie par une relation de ré
urren
e d'ordre 2, on fait deux appels ré
ursifs pour le 
al
ulde un�1 et un�2, on fera, au rang pré
édent, 4 appels ré
ursifs à un�3 et un�2 pour le 
al
ul de un�1 et à un�4et un�3 pour le 
al
ul de un�2. Vous observez que 
ertains de 
es 
al
uls sont redondants : on e�e
tue deuxfois le 
al
ul de un�3 et on rée�e
tue le 
al
ul de un�2, qu'on avait déjà demandé au rang supérieur pour le
al
ul de un.On fera don
 à peu près 2n appels ré
ursifs pour le 
al
ul de un. On obtient don
 un algorithme exponentiel,alors que le deuxième algorithme programmé est linéaire, ainsi que l'algorithme non ré
ursif que nous avons déjàeu l'o

asion d'implémenter (qui n'est autre que la déré
ursi�
ation du deuxième algorithme de 
ette question).Exer
i
e 3 �1. En remarquant que yn = (yp)2 � yr, où n = 2p + r, r 2 f0; 1g, é
rire une fon
tion ré
ursive 
al
ulant,pour tout réel y et tout entier n, la valeur de yn.2. Cal
uler, en fon
tion de n, le nombre maximal d'opérations e�e
tuées pour le 
al
ul de yn, et justi�er lenom d'� exponentiation rapide � donné à 
et algorithme.3. Modi�er 
ette fon
tion a�n de l'adapter à l'exponentiation de matri
es 
arrées d'ordre 2.4. En se basant sur une relation matri
ielle satisfaite par � FnFn+1�, (Fn)n2N étant la suite de Fibona

i,é
rire une fon
tion 
al
ulant le n-ième terme Fn en temps logarithmique.Exer
i
e 4 � Fon
tion 91 de M
Carthy � É
rire une fon
tion 
al
ulant f(n), n 2 Z où f est dé�nie par� f(n) = n� 10 si n > 100f(n) = f(f(n+ 11)) si n 6 100Cal
uler f pour plusieurs valeurs (positives ou négatives) inférieures ou égales à 101 ; de même pour plusieursvaleurs supérieures à 101. Qu'observe-t-on ? Le démontrer...Exer
i
e 5 �1. Justi�er que la fon
tion f dé�nie sur R�+ par f(x) = ex+lnx est stri
tement 
roissante sur R�+ , et qu'elleadmet un unique zéro x0, appartenant à l'intervalle ℄0; 1[.2. La méthode de di
hotomie pour trouver les zéros d'une fon
tion 
onsiste à diviser l'intervalle en 2, et àdéterminer dans quelle moitié se trouver le zéro de f , en étudiant le signe de f au milieu de l'intervalle,puis à re
ommen
er la même opération sur 
ette moitié d'intervalle, jusqu'à obtenir la pré
ision souhaitée.É
rire une fon
tion ré
ursive déterminant une valeur appro
hée de x0 à 10�10 près, par di
hotomie.Exer
i
e 6 �1. Soit n > m, et r le reste de la division eu
lidienne de n par m. Montrer que le pg
d de n et m est égal aupg
d de m et r.2. En remarquant que si r = 0, le pg
d de n et m est n, é
rire une fon
tion ré
ursive 
al
ulant le pg
d dedeux nombres, et justi�er que 
ette fon
tion s'arrête toujours.Exer
i
e 7 � Cal
uler ré
ursivement le 
oe�
ient binomial �np� :1. en utilisant la relation �np� = np �n�1p�1� ;2. en utilisant la formule de Pas
al.Comparer les performan
es de 
es deux algorithmes, en expliquant les observations faites.2


