
Lyée La Bruyère, Versailles 2008/2009ECS 2 � MathématiquesProgramme des olles de la semaine 13 (12/01 � 17/01)I. Veteurs aléatoires :1. Loi d'un ouple aléatoire disret (voir semaine 12)2. Indépendane de v.a.r.d. (voir semaine 12)3. Étude de g(X; Y ) (voir semaine 12)4. Covariane (voir semaine 12 et ajouts i-dessous) :� Expression de V (X1 + � � �+Xn) en général ; as où les Xi sont deux à deux indépendants.� Inégalité de type Cauhy-Shwarz : ov(X; Y )2 6 V (X)V (Y )� Coe�ient de orrélation.� Inégalité j�X;Y j 6 1. Interprétation du as d'égalité.� Matrie des varianes-ovarianes.� Calul de la ovariane de 2 CL des Xi à l'aide de la matrie des varianes-ovarianes. Calulde la variane d'une CL des Xi.5. Stabilité des lois lassiques.Les démonstrations n'ont pas été refaites ette année.� Stabilité des lois binomiales, pour une somme de variables indépendantes.� Stabilité des lois de Poisson, pour une somme de variables indépendantes� Stabilité des lois de Pasal et des lois binomiales négatives (hors-programme, seul l'énoné aété donné ; la démonstration a été laissée en exerie)II. V.A.R. à densitéNous n'aurons fait que le ours en début de semaine. Les seuls exeries pouvant être donnés ettesemaine sur e hapitre doivent rester très prohes du ours, par exemple :� Véri�er qu'une loi dé�nie par une fontion de répartition est la loi d'une v.a.r. à densité, et aluld'une densité ;� Véri�er qu'une fontion est une densité ;� (à partir de merredi seulement) Déterminer la fontion de répartition et une densité de aX + b,X2 ou jXj onnaissant une densité ou la fontion de répartition de X. On pourra éventuellementonsidérer d'autres fontions de X, à ondition que les raisonnements des as préédents s'adaptentstritement au as onsidéré.1. Fontions de répartition et densités� Rappel : CNS pour qu'une fontion soit la fontion de répartition d'une v.a.r.� Dé�nition : une v.a.r. est dite à densité si sa fontion de répartition est ontinue sur R et delasse C1 presque partout ('est-à-dire sur tout R sauf un nombre �ni de points).Suivant en ela le programme, on ne pose pas de ondition de dérivabilité à gauhe et à droiteen tout point.� Dé�nition : Densité d'une v.a.r. à densité : f presque partout égale à FX et positive partout.� Non uniité d'une densité : il existe une in�nité de densités de X, obtenue à partir d'unedensité partiulière en modi�ant un nombre �ni de valeurs de sorte à garder la positivité.� Abus de notation fX .� Proposition : pour tout x 2 X(
), P (X = x) = 0

� Signi�ation de la densité : pour presque tout x de R,f(x) � h �h!0P (x 6 X 6 x+ h)f(x) est don à peu près égal au rapport entre la probabilité d'obtenir une valeur dans unpetit intervalle ontenant x et la longueur de et intervalle. Ainsi, plus la densité f(x) estgrande (relativement aux autres valeurs), plus la probabilité d'obtenir une valeur � prohe �de x est élevée.� Exemples :� Exemple d'une variable à densité X ; alul d'une densité ;� Les v.a.r.d. ne sont pas à densité.� Exemple d'une v.a.r.d. tq X(
) est in�ni non dénombrable, et qui ne soit pas à densité (FXnon ontinue)� Exemple d'une v.a.r. à densité, de densités non bornées.� Lemme : Relation intégrale entre une densité et la fontion de répartition : pour tout x 2 R,l'intégrale Z x�1 fX(t) dt onverge, etFX(x) = Z x�1 fX(t) dt:� CNS pour qu'une fontion f : R ! R soit une densité : f > 0, ontinue presque partout, ettelle que Z +1�1 f(t) dt = 1 (ette égalité sous-entend la onvergene de l'intégrale).� Expression de P (X 6 a), P (X > a), P (a 6 X 6 b), et expressions similaires ave desinégalités strites, à l'aide d'intégrales d'une densité.2. Fontion de répartition et densité de '(X) dans des as simples.Les résultats suivants ne doivent pas être utilisés tels quels, mais doivent être établis à haquefois.� Cas de Y = aX + b, a 6= 0.Si a > 0, pour tout y de R, FY (y) = FX �y�ba � :Si a < 0, pour tout y de R, FY (y) = 1� FX �y�ba � :Dans les deux as, une densité est donnée, pour tout y de R, par fY (y) = 1jajfX �y�ba �.� Cas de Y = jXj :Pour tout y de R, FY (y) = FX(y)� FX(�y) ;Une densité est donnée, pour tout y de R, par fY (y) = fX(y)� fX(�y).� Cas de Y = X2 :Pour tout y de R, FY (y) = FX(py)� FX(�py) ;Une densité est donnée, pour tout y de R, par fY (y) = 12px �fX(py)� fX(�py)�.Le seul résultat général à e sujet au programme est le as où ' est de lasse C1, stritementroissante et de dérivée presque partout non nulle. Ce résultat n'a pas enore vu en ours et nepourra pas être demandé ette semaine.


