LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2008/2009
ECS 2 Mathématiques

Programme des colles de la semaine 15 (26/01 — 31/01)

I. V.A.R. A densité : voir semaines 13 et 14

II. Lois continues classiques

1. Loi uniforme
(a) Définition
¢ Définition par une densité. Notation X < Ula, b].
e Description de la fonction de répartition.
e Sia<a<f<b, expression de P(X € [a, f]).
(b) Moments _
Soit X = Ula,b]. Alors X admet E et V, et B(X) = =2, et V(X) = (bzg)z.
e Loide Y = aX + 3, lorsque X < Ula,b], en discutant suivant le signe de o # 0.
e X > U[0,1]ssiY =a+ (b—a)X < Ula,b).
2. Loi exponentielle
(a) Définition
o fiax Xe™™ )\ >0, sur R, nulle sur R* . La fonction f est une densité de probabilité.
e Cette densité définit la loi exponentielle de paramétre A > 0. Notation X < E(A).
e Expression de la fonction de répartition.
e Courbe représentative de f, de F.
o Si X — £(N), alors % — E(Ap).
(b) Moments
e Soit X — £(1). Alors X admet une espérance et une variance, et E(X) =1, V(X
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(c) Caractérisation par 'absence de mémoire
e On dit que X (va quelconque) suit une loi sans mémoire ssi X est positive, et pour tout
(z,y) eRE, P(X >z +y) = P(X >z)P(X >y).
e Soit X une va quelconque. Alors X suit une loi sans mémoire si et seulement si, soit
X = 0 presque sirement, soit X suit une loi exponentielle.
3. Lois I et v
(a) Définition
(b,v) € (R})? Densité f:z %e’% sur R%, nulle sur R™. Notation X < I'(b, v).
Loi gamma-standard de paramétre v : y(v) = I'(1,v).
Car particulier v = 1: T(b,1) = £(2).
X <> T(v) <= VX —=>TOY,v)
En particulier, X — y(v) <= bX < I'(b,v).
(b) Etude de la densité
Cas b=1 (loi gamma-standard)
e Siv€]0,1], limg+ f = +o0.
e Siv =1, limp+ f =1, c’est une loi exponentielle, déja étudiée.
e Siv€]l,2[, f est continue en 0 et admet un demi-tangente verticale a droite en 0.
e Siv =2, f est continue en 0, et admet une demi-tangente a droite en 0 d’équation y = x
e Siv>2 festcontinue en 0, et y admet une tangente horizontale.
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Effet du parameétre b :

e Affinité horizontale de rapport b (on étire la courbe lorsque b devient grand, donc la
répartition est plus étalée)

e Affinité verticale de rapport % (la courbe est aplatie lorsque b devient grand)

Moments

e Soit X < 7y(v). Alors X admet une espérance et une variance, et E(X) = v, V(X) =v.

e Soit X — I['(b,v). Alors X admet E et V, et E(X) = bv, V(X) = b?v.

Stabilité par somme

e Soit X,Y indépendantes, X — T'(b,v), Y < I'(b,7'). Alors X +Y < T'(b,v + V')

e Il est important de savoir refaire la démonstration du résultat ci-dessus, car elle est
souvent redemandée en probléme.

e Casde Xy + ...+ X,,.

e Cas de la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant des lois
exponentielles de méme paramétre \.

L’étude spécifique (et le nom) des autres cas particuliers de la loi Gamma (loi d’Erlang, loi

du khi-deux...) n’est pas au programme, mais peut faire l'objet d’exercices ou problémes.

4. Loi normale, ou loi de Laplace-Gauss, ou loi gaussienne

(a)

Définition
e Rappel : intégrale de Gauss.

1
m,o) € R x R, densité | X ——e
) ¢ e 0
e Notation, conformément au programme : A (m, 02) ; autre notation fréquente : N'(m, o).
e Cas particulier de la loi normale centrée réduite N (0,1).
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Stabilité par transformation affine : si X < N(m, 0?), alors aX +b — N (am+b, (ac)?).
En particulier, X < N (m, 0?) <= =7 — N(0,1).
Etude de la densité et de la fonction de répartition.
o Densité de la loi normale centrée réduite N (0,1)
% Variations et parité.
* Points d’inflexion en —1 et 1. Etude de la convexité.
* Les tangentes aux points d’inflexions en —1 et en 1 passent respectivement par les
points (—2,0) et (0,2).
e Influence des parameétres m et o sur la densité
* o donne une affinité horizontale de rapport o et une affinité verticale de rapport %
(plus o est grand, plus la courbe s’étale, donc moins la variable est concentrée)
x l'effet de m est une translation horizontale de m (la courbe est centrée au point d’abs-
cisse m).
e Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
* Notation ® = @ 1)
* Pour tout z € R, ®(—z) =1 — &(z). Imparité de & — i
* Etude des points d’inflexion et de la convexité.
e Lecture de la table de valeurs de ® (cas de la loi normale centrée réduite) :
Savoir déterminer ®(z), ou dans Pautre sens, savoir déterminer z tel que ®(z) = p,
éventuellement :
* en utilisant la relation ®(—z) =1 — ®(z) pour v < 0, ou p < %;
* par interpolation linéaire, si z (ou p) n’est pas directement dans le tableau.

Nous n’avons pas encore vu le calcul de ’espérance et de la variance de variables
suivant des lois normales, ainsi que la stabilité par somme.

Nous n’avons pas traité beaucoup d’exercices en classe.



