
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2008/2009ECS 2 � MathématiquesProgramme des 
olles de la semaine 17 (09/02 � 14/02)I. V.A.R. à densité et lois 
ontinues 
lassiques : voir semaines 13, 14, 15, 16II. Rappels de topologie (voir semaine 16)III. Fon
tions de plusieurs variables réellesNote aux 
olleurs : Pas en
ore d'étude d'extremums 
ette semaine. D'autre part, peud'exer
i
es auront été traités en 
ours avant lundi. En�n, notez que la notion de di�é-rentielle n'est pas au programme1. Graphe� Dé�nition du graphe, exemples� Courbes de niveau.2. LimitesLa notion de limites de fon
tions de plusieurs variables n'apparaît pas expli
itement dans leprogramme, mais est bien utile pour l'étude de la 
ontinuité. C'est pour 
ela qu'on l'a évoquée,sans rentrer dans les détails.� Notion d'adhéren
e d'un sous-ensemble de Rn .� Dé�nition par ", dans le 
as d'une limite �nie� Adaptation à une limite in�nie laissée aux élèves3. Continuité(a) Généralités� Dé�nition par propriétés équivalents (par ", par existen
e de la limite, par voisinages)� Théorème d'en
adrement pour la 
ontinuité.� Continuité de X 7! kX �X0k� sur Rn , � > 0.� Prin
ipe : 
ontinuité par majoration de jf(X)� f(X0)j par �kX �X0k�, � > 0.� Lemme important : X = (x1; : : : ; xn), alors pour tout i 2 [[1; n℄℄, jxij 6 kXk.� Les proje
tions pri de Rn sur le i-ième fa
teur sont 
ontinues sur Rn .(b) Critère séquentiel� Dé�nition de la 
onvergen
e d'une suite de ve
teur.� Cara
térisation séquentielle de la 
ontinuité de f en un point X de Rn .(
) Opérations sur les fon
tions 
ontinues.� si f et g sont 
ontinues en A, et � 2 R, alors f + �g et fg sont 
ontinues en A, et, sig(A) 6= 0, fg est 
ontinue en A.� Continuité d'une 
omposition de f 
ontinue en amont par une fon
tion g : R ! R
ontinue.� Continuité d'une 
omposition de f 
ontinue en aval par n fon
tions 
ontinues de la mêmevariable t (
'est-à-dire 
omposition en aval par une fon
tion ve
toriel U : R ! Rn)� Exemple : les fon
tions ne dépendant que d'une des variables, et 
ontinues en 
ettevariable en tant que fon
tion d'une variable, sont 
ontinues en tant que fon
tion de nvariable (
omposition par pri).� Exemple : les fon
tions polynomiales de plusieurs variables sont 
ontinues.

� Prin
ipe (vu en exer
i
e) : (énon
é pour 2 variables, adaptez) pour prouver la non 
onti-nuité de f en (x0; y0) :� il su�t de trouver u et v deux fon
tions réelles de limites x0 et y0 en 0, et telles quef(u(t); v(t)) n'admette pas de limite en 0 ;� ou alors, il su�t de trouver u1 et u2 de limite x0 en 0, v1 et v2 de limite y0 en 0, ettelles que f(u1(t); v1(t)) et f(u2(t); v2(t)) n'admettent pas la même limite lorsque ttend vers 0.Cas important souvent utilisés (en (0; 0)) : f(t; 0), f(0; t), f(t; t), f(t;�t). L'examenrapide de 
es 
as devrait être quasiment systématique (au brouillon) avant de se dirigervers des arguments plus �ns.(d) Continuité et topologie :� L'image ré
iproque d'un ouvert par une fon
tion dé�nie et 
ontinue sur un ouvert est unouvert.� L'image ré
iproque d'un fermé par une fon
tion dé�nie et 
ontinue sur Rn est un fermé.� Exemple : les ensembles dé�nis par des inégalités ff(X) 6 ag ou ff(X) < ag. Les
ourbes de niveau. Les boules ouvertes et fermées.� Théorème (admis, 
onformément au programme). Toute fon
tion 
ontinue sur un sous-ensemble fermé et borné de Rn est bornée et atteint ses bornes.4. Cal
ul di�érentiel à l'ordre 1(a) Généralités� Fon
tions partielles, dérivées partielles,� Gradient, notation rfA ou rf(A).� Fon
tions de 
lasse C1 (
ontinuité de toutes les dérivées partielles)(b) DL et formule de Taylor-Young� Notion de polyn�me de plusieurs variables, degré� Dé�nition d'un DL à l'ordre n. Seuls les DL à l'ordre 1 sont théoriquement au programme,mais 
ertains 
al
uls peuvent se simpli�er à l'aide de DL à l'ordre plus important.� Plan tangent, hyperplan tangent.� Formule de Taylor-Young à l'ordre 1, pour f de 
lasse C1 (à savoir exprimer aussi ave
les dérivées partielles) ; au voisinage de Af(X) = f(A) + hX � A;rfAi+ o(kXk):� Corollaire : une fon
tion de 
lasse C1 est 
ontinue.� Ré
iproque à TY (hors programme, à savoir refaire) : si f admet un DL à l'ordre 1, alorsf admet des dérivées partielles, données par les 
oe�
ients de 
e DL.(
) Règles générales pour les fon
tions de 
lasse C1� Somme, produit quotient de fon
tions de 
lasse C1.� Composition en amont : r(g Æ f)(A) = g0(f(A))rf(A), et 
ara
tère C1 préservé.À savoir exprimer ave
 les dérivées partielles.� Composition en aval, U : R ! R2 , (f Æ U)0(t0) = 
U 0(t0);rfU(t0)�, et 
ara
tère C1préservé.À savoir exprimer ave
 les dérivées partielles.� Dérivée dire
tionnelle� Interprétation du gradient : indique la dire
tion de plus forte pente, dont de dérivéedire
tionnelle maximale, et est perpendi
ulaire aux 
ourbes de niveau (démonstrationhors-programme pour 
e dernier point)(d) Formule des a

roissements �nis entre A et B, lorsque [AB℄ est 
ontenu dans le domainede dé�nition de f , et f de 
lasse C1.


