
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2008/2009ECS 2 � MathématiquesProgramme des 
olles de la semaine 20 (16/03 � 21/03)Rappel : pas de 
olles la semaine du 23/03 au 28/03I. Fon
tions de plusieurs variables réelles : extremums1. Dé�nitions (voir semaine 18)2. Étude des extremums lo
aux (voir semaine 19)3. Re
her
he d'extremums globaux (voir semaine 19)4. Extremums sous 
ontraintes linéaires(a) Extremums sous une 
ontrainte linéaire� Dé�nition d'une 
ontrainte� Notion d'extremum sous une 
ontrainte C.� Des
ription d'une 
ontrainte linéaire C 
omme interse
tion d'hyperplans a�nes d'équa-tion gi(X) = bi, i 2 [[1; p℄℄ (gi linéaire).� Notation H l'unique sous-espa
e ve
toriel parallèle à la 
ontrainte C, dé�ni par les équa-tions homogènes gi(X) = 0, i 2 [[1; p℄℄.(b) Points 
ritiques sous 
ontrainte� Points 
ritiques sous la 
ontrainte C : f dé�ni sur un ouvert U de Rn ; A est un point
ritique sous la 
ontrainte C si et seulement si A 2 C \ U et rfA 2 H?.� Prop : Si f est dé�ni sur un ouvert U , si f admet un extremum lo
al sous la 
ontrainteC en A alors A est un point 
ritique de f sous la 
ontrainte C.Ré
iproque fausse.(
) Un des
ription de H?.� Les gi étant linéaires rgi est 
onstante. On note simplement rgi la valeur 
onstante.� Théorème : H? = Ve
t(rg1; : : : ;rgp).(d) Méthode.En pratique, dans les 
as 
on
rets, en basse dimension, on opérera le plus souvent parsubstitution de 
ertaines variables, à l'aide des relations dé�nissant la 
ontrainte, a�n dese ramener à l'étude des extremums d'une fon
tion à moins de variables (le plus souventon se ramène ainsi à 1 ou 2 variables), et sans 
ontrainte 
ette fois. La re
her
he des points
ritiques sous 
ontrainte est à réserver aux 
as un peu plus théoriques (optimisation endimension n générique).II. Convergen
es et approximations en probabilités1. Convergen
e en probabilités� Dé�nition� Inégalités de Markov et de Bienaymé-T
heby
hev, pour des variables aléatoires dis
rètes ou àdensité.� Loi faible des grands nombres, pour des variables aléatoires dis
rètes ou à densité.� Cas parti
ulier : théorème d'or de Bernoulli� Un exemple 
lassique (premier exemple simple d'� estimation � : on repète 1000 fois uneexpérien
e de Bernoulli de paramètre p in
onnu, on obtient un 
ertain nombre N de su

ès.Donner un intervalle I tel que p 2 I ave
 une �abilité de 95%.

� Une 
ondition su�sante de 
onvergen
e en probabilité (résultat hors-programme, démontréen TD ; la démonstration n'est pas exigible) :Si E(Xn) tend vers E(X) et V (Xn�X) tend vers 0, alors Xn 
onverge en probabilité vers X.2. Convergen
e en loi� Dé�nition générale, à l'aide des fon
tions de répartition� Cas des variables dis
rètes, lorsque Xn(
) � Z (seul 
as au programme), ou Xn(
) � X(
) :
onvergen
e des probabilités pon
tuelles.La démonstration de l'équivalen
e entre 
es deux dé�nitions dans le 
as dis
ret n'a pas étéfaite en 
ours.� Théorème de la limite 
entrée (admis) : si les Xn sont mutuellement indépendantes, de mêmeloi, admettant une espéran
e et une varian
e, alors la variable aléatoire 
entrée réduite asso
iéeà X1 + � � �+Xn 
onverge en loi vers X suivant N (0; 1).3. Approximations 
lassiques� Approximation d'une loi hypergéométrique par une loi binomiale : Xn ,! H(N; n; p) 
onvergeen loi vers X ,! B(n; p).On 
onsidère qu'on peut appro
her H(N; n; p) par B(n; p) si N > 10n.� Approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson : Si npn ! �, alors Xn ,! B(n; pn)
onverge en loi vers X ,! P(�).En pratique, on peut appro
her B(n; p) par P(np) si n > 30, p 6 0:1, np 6 10.� Approximation d'une loi binomiale par une loi normale : on 
onsidère qu'on peut appro
herB(n; p) par N (np; npq) si n > 30, np > 5, nq > 5� Approximation d'une loi de Poisson par une loi normale : on 
onsidère qu'on peut appro
herP(�) par N (�; �) si � > 18.III. Estimation (pas d'exer
i
es 
ette semaine)1. É
hantillons d'une loi de probabilité� Dé�nition d'un é
hantillon (ou é
hantillon aléatoire) de taille n : famille (X1; : : : ; Xn) devariables aléatoires de même loi L, appelée loi parente de l'é
hantillon.� É
hantillon observé : réalisation d'un é
hantillon aléatoire (X1(!); : : : ; Xn(!)).� Dé�nition : é
hantillon indépendant identiquement distribué (en abrégé autorisé : i.i.d.)� Dé�nition : statistique sur un é
hantillon i.i.d.� Exemple et dé�nition : moyenne empirique, varian
e empirique.2. Estimation pon
tuelle� Position du pb : un 
ertain phénomène est 
odé numériquement par une variable aléatoiredont on ignore la loi, mais dont on 
onnait l'appartenan
e à une 
ertaine famille de lois ��dépendant d'un paramètre �(par exemple l'ensemble des lois de Bernoulli). La loi �� est dé�niesur l'espa
e probabilisé (
; T ; P�). But : estimer la valeur de �, ou d'une fon
tion de �, g(�),par répétition de l'expérien
e.� Dé�nition d'un estimateur de g(�) : '(X1; : : : ; Xn), (X1; : : : ; Xn) é
hantillon i.i.d.� Estimation de g(�) : réalisation d'un estimateur.� Remarque : 
ela ne dit rien quant à la validité de l'estimation.3. Biais d'un estimateur� Dé�nition du biais bTn(�) = E�(Tn)� g(�).� Estimateur sans biais, estimateur biaisé. Exemples.


