
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � MathématiquesAlgèbre 1 � Révisions d'algèbre linéaireExer
i
e 1 � (HEC) � Soit E l'espa
e ve
toriel des appli
ations de R dans R. On dé�nit lesfon
tions fk, k ∈ N, par :

f0(x) = 1 et ∀k ∈ N
∗, fk(x) = cosk(x),et les fon
tions ϕk, k ∈ N, par : ∀n ∈ N, ϕk(x) = cos(kx).1. Soit n ∈ N. Cal
uler ∫ π

−π

ϕk(x)ϕh(x) dx, pour tout (h, k) ∈ [[ 1, n ]] 2.En déduire que la famille Fn = (ϕk)k∈ [[ 1,n ]] est libre.2. On désigne par Fn le sev de E 
onstitué des 
ombinaisons linéaires de ϕi, i ∈ [[ 1, n ]] .(a) Quelle est la dimension de Fn ?(b) Soit p un entier inférieur ou égal à n. Montrer que fp ∈ Fn, et déterminer ses 
ompo-santes dans Fn.(
) En déduire la valeur de ∫ π

−π

cosp(x) cos(kx) dx, pour k ∈ [[ 1, n ]] .3. Étudier l'appartenan
e de la fon
tion x 7→ sinp(x) à Fn.Exer
i
e 2 � Soit n un entier naturel. Soit P ∈ R[X] de degré n+1. On note P ·R[X] l'ensembledes polyn�mes divisibles par P .1. Montrer que P · R[X] est un sous-espa
e ve
toriel de R[X].2. Montrer que Rn[X] et P · R[X] sont supplémentaires dans R[X].Exer
i
e 3 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n > 2 et F et G deux sous-espa
esve
toriels de E de dimension p < n. Montrer que F et G admettent un supplémentaire 
ommun.Exer
i
e 4 � Soit f : Rn[X] → Rn[X] l'appli
ation dé�nie par : f(P ) = P − P ′.1. Montrer que f est un endomorphisme. Déterminer sa matri
e dans la base (1, X, . . .Xn)de Rn[X].2. Montrer que f est un automorphisme, et déterminer f−1.3. Soit Q = 2X4−4X3 +3X2 +X −6. Trouver l'unique polyn�me P de E tel que f(P ) = Q.Exer
i
e 5 �1. Soit E un espa
e ve
toriel sur R ou C, et f un endomorphisme de E. Montrer que si pourtout x ∈ E les ve
teurs x et f(x) sont 
olinéaires, alors f est une homothétie.2. Soit f ∈ L(E) tel que pour tout u ∈ L(E), u◦f = f ◦u. Montrer que f est une homothétie.Exer
i
e 6 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, et p et q deux proje
teurs. Montrer que p = qsi et seulement si Im p = Im q et p ◦ q = q ◦ p. 1

Exer
i
e 7 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, et p et q deux proje
teurs de E. Montrer que
p + q est un proje
teur si et seulement si p ◦ q = q ◦ p = 0.Exer
i
e 8 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, p un proje
teur de E, et f ∈ L(E). Montrer que
p ◦ f = f ◦ p si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par f .Exer
i
e 9 � Soit E un R-espa
e ve
toriel.1. Soit f ∈ L(E), et g un proje
teur de E. Montrer que :

Ker(f ◦ g) = Ker(g) ⊕ (Ker f ∩ Im g).2. Soit f un proje
teur de E, et g ∈ L(E). Montrer que :
Im(f ◦ g) = Im(f) ∩ (Ker f + Im g).3. Soit g un proje
teur, alors id − g est un proje
teur et Ker g = Im(id − g), et Im(g) =

Ker(id − g).4. Soit f et g deux proje
teurs de E. Montrer que f ◦ g est un proje
teur si et seulement si :

Im(f) ∩ (Ker(f) + Im(g)) ⊂ Im(g) ⊕ (Ker f ∩ Ker g).Exer
i
e 10 � Soit E un R-espa
e ve
toriel. Soit f ∈ L(E) véri�ant f 5 = f . Montrer que

E = Im f ⊕ Ker f.Exer
i
e 11 � Soit E un R-espa
e ve
toriel de dimension �nie d, et soit u ∈ L(E) un endomor-phisme nilpotent (
'est-à-dire un = 0 pour n assez grand). On note n l'indi
e de nilpoten
e de u(
'est-à-dire un = 0 et un−1 6= 0.1. Montrer qu'il existe x ∈ E tel que la famille (x, u(x), . . . , un−1(x)) soit libre.2. Comparer n et d.3. Si n = d, justi�er l'existen
e d'une base dans laquelle la matri
e de u est 









0 1 0 0... . . . . . . 0... . . . 1
0 · · · · · · 0









Exer
i
e 12 � Soit A =









1 −1 2 −2
0 0 1 −1
1 −1 1 0
1 −1 1 0









et f l'endomorphisme de R4 
anoniquement asso
iéà la matri
e A.1. Déterminer Ker f , Im f et leur dimension.2. Déterminer une base de Ker(f 2) et une base de Ker((f − id)2). Montrer que 
es deuxsous-espa
es sont supplémentaires dans R4.3. Montrer qu'il existe une base B′ = (e′1, e
′

2, e
′

3, e
′

4) de R4 dans laquelle la matri
e de f estégale à T =









0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1







4. É
rire la matri
e de passage P de la base 
anonique à la base B′. Cal
uler P−1.5. Cal
uler T n pour tout n ∈ N∗, en déduire An.Exer
i
e 13 � Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension 2p, ave
 p ∈ N, st soit u ∈ L(E) telque rg(u) = p et u2 = 0. Comparer Im(u) et Ker(u).2



Exer
i
e 14 � Soit E un R-ev de dimension �nie, et soit u ∈ L(E).1. Montrer que la suite de sous-espa
es ve
toriels (Ker uk)k∈N est 
roissante pour l'in
lusion,et la suite (Im uk)k∈N est dé
roissante.2. Montrer que s'il existe p ∈ N tel que Ker(up) = Ker(up+1), alors Ker(uk) = Ker(up) pourtout k > p. Qu'en est-il de Im(uk) ?3. Montrer que pour une telle valeur de p, Ker(up) et Im(up) sont supplémentaires dans E.4. Montrer que la suite (dim Ker up+1 − dim Ker up)p∈N est dé
roissante. En d'autres termes,les sauts de dimension sont de plus en plus petits.Indi
ation : É
rire Ker up+1 = Ker up ⊕ S, et montrer que u se restreint en une inje
tionde S dans Ker up dont l'image est en somme dire
te ave
 Ker up−1.5. On suppose que u est nilpotent et que dim(Keru) = 1. Montrer que pour tout k 6 dim(E),

dim(Ker(uk)) = k.Exer
i
e 15 � On 
onsidère E un K-ev de dimension (p + 1)n, n et p étant des entiers nonnuls, ave
 p > 2. Soit f un endomorphisme de E, véri�ant : f 3 = 0 et rg(f) = pn. Montrer que

rg(f 2) = n.Exer
i
e 16 � Soit A =





2 0 0
0 3 1
0 0 3



 . Cal
uler An pour tout n ∈ N.Exer
i
e 17 � Soit f ∈ L(R3) telle que f 6= 0, et f 2 = 0. Montrer qu'il existe une base de R
3dans laquelle la matri
e de f est égale à 



0 0 0
0 0 1
0 0 0



.Exer
i
e 18 � Soit A = (ai,j) ∈ Mn(K). On dé�nit la tra
e de A par : tr(A) =
n

∑

i=1

ai,i. Montrerles assertions suivantes.1. tr est une forme linéaire sur Mn(K).2. ∀A, B ∈ Mn(K)2, tr(AB) = tr(BA).3. Deux matri
es semblables ont même tra
e.Justi�er qu'on peut ainsi dé�nir la notion de tra
e d'un endomorphisme d'un espa
e ve
torielde dimension �nie.Exer
i
e 19 � (Oral HEC) � Pour tout n ∈ N∗, on pose ωn = e
2 i π

n .1. Déterminer en fon
tion de ωn les ra
ines 
omplexes de zn = 1.2. (a) Soit p un entier relatif. Donner la valeur de Sn(p) =

n−1
∑

k=0

ωkp
n .(b) Soient p, q ∈ Z. Cal
uler : Tn(p, q) =

n−1
∑

k=0

ωkp
n ωkq

n et Vn(p, q) =
n−1
∑

k=0

ωkp
n ω−kq

n .3. Soit An la matri
e (ai,j)(i,j)∈ [[ 1,n ]] 2 telle que : ∀(i, j) ∈ [[ 1, n ]] 2, ai,j = ω(i−1)(j−1)
n .(a) Cal
uler l'inverse de A3 (On pourra exploiter la symétrie de A3).(b) Soit An la matri
e (ai,j)(i,j)∈ [[ 1,n ]] 2 . E�e
tuer le produit AnAn.(
) En déduire l'inverse de An. 3

Exer
i
e 20 �Soit n un entier naturel non nul, et soit E un espa
e ve
toriel de dimension 4n. Soit f unendomorphisme de E tel que f 4 = 0, et tel que rg f 2 = 2n.1. (a) Montrer que Ker f ⊂ Ker f 2 ⊂ Ker f 3, et que Im f 3 ⊂ Im f 2 ⊂ Im f .(b) Montrer que Ker f 2 = Im f 2.(
) Soit g la restri
tion de f à Im f . Montrer que Ker g = Ker f et que Im g = Im f 2.(d) En déduire le rang de f .(e) En 
onsidérant h la restri
tion de f à Im f 2, 
al
uler de même le rang de f 3.(f) En déduire l'existen
e d'une base B = (b1, . . . , b4n) de E dans laquelle la matri
e de
f est :





















































0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

0 · · · 0

0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

. . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0



















































(matri
e 
arrée d'ordre 4n 
onstituée de n blo
s d'ordre 4 sur la diagonale, et de 0partout ailleurs)Indi
ation : Considérer une base (b4, b8, . . . , b4n) d'un supplémentaire de Ker f 3 dans E.2. Appli
ation numérique, pour n = 1.Soit A =









1 −1 2 −1
2 −2 2 0
0 0 0 2
1 −1 0 1









, et soit f l'endomorphisme de R4 
anoniquement asso
ié à A.(a) Cal
uler A, A2, A3, A4, An pour tout n > 4. Déterminer leur rang.(b) Déterminer une base de Ker f 3, et 
ompléter 
ette famille en une base de R4.(
) En déduire une base B = (b1, b2, b3, b4) dans laquelle la matri
e de f est

M =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0









.(d) Exprimer la matri
e de passage P de la base 
anonique vers la base B. Donner unerelation entre P , A et M .(e) Donner une expression de la matri
e 







3 −1 2 −1
2 0 2 0
0 0 2 2
1 −1 0 3









n sous forme d'un produit detrois matri
es. 4


