
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Mathématiques Algèbre 3 � DiagonalisationExer
i
e 1 � Déterminer les valeurs propres des endomorphismes f de R2 dont la matri
e dansla base 
anonique est M . Ces endomorphismes sont-ils diagonalisable dans R ? dans C ? Si oui,
al
uler Mn, ainsi qu'une matri
e N ∈ M2(C) telle que N2 = M .

1. M =

(

1 1
1 1

)

2. M =

(

2 0
−1 1

)

3. M =

(

3 1
−1 1

)

4. M =

(

0 1
1 0

)

5. M =

(

0 −1
1 0

)

.

Exer
i
e 2 � Soit A =





−4 −6 0
3 5 0
3 6 5



. A est-elle diagonalisable ? Cal
uler An.Exer
i
e 3 � Soit u un endomorphisme nilpotent. Déterminer Spec(u).Exer
i
e 4 � Soit A =









1 −1 2 −2
0 0 1 −1
1 −1 1 0
1 −1 1 0









. A est-elle diagonalisable ?

Exer
i
e 5 � Soit A =





1 1 0
1 1 1
0 −1 1



. Cal
uler A3 − 3A2 + 3A − I. A est-elle diagonalisable ?Exer
i
e 6 � Soit f un endomorphisme d'un espa
e E de dimension �nie.1. Montrer que si λ est une valeur propre non nulle, alors Eλ ⊂ Im f .2. Montrer que si f est diagonalisable, alors Im f ⊕ Ker f = E.Exer
i
e 7 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension au moins 2, et f un endomorphisme de
E de rang 1.1. Quel est le nombre de valeurs propres de f ?2. Soit X un ve
teur non nul de Im f . Donner une CNS portant sur X pour que f soitdiagonalisable. Le 
as é
héant, 
omment déterminer l'unique valeur propre non nulle λ etl'espa
e propre 
orrespondant Eλ ?3. Exemple : diagonaliser 



1 2 3
2 4 6
3 6 9



.Exer
i
e 8 � Soient E un K-ev de dimension n et u un endomorphisme de E possédant nvaleurs propres distin
tes.1. Montrer que v ∈ L(E) véri�e u ◦ v = v ◦ u ssi les ve
teurs propres de u sont aussi ve
teurspropres de v.2. Montrer qu'il existe w 6= 0 tel que w ◦ u = −u ◦ w si et seulement si soit u admet deuxvaleurs propres opposées, soit 0 est valeur propre de u.1

Exer
i
e 9 � (
odiagonalisation)Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables d'un R-ev E.1. On suppose que uv = vu(a) Montrer que les sous-espa
es propres de u sont stables par v.(b) En déduire qu'il existe une base B de E dans laquelle la matri
e de u et la matri
ede v sont diagonales.2. On suppose maintenant qu'il existe une base B de E dans laquelle la matri
e de u et lamatri
e de v sont diagonales. Montrer que uv = vu.Exer
i
e 10 � Soit E un ev de dimension 4, et B une base de E. Soit f ∈ L(E) tel que :
[f ]B =









0 1 0 0
2 0 −1 0
0 7 0 6
0 0 3 0









.Déterminer les valeurs propres de f ; f est-elle diagonalisable ?Exer
i
e 11 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, et u ∈ L(E) véri�ant u3−3u2+2u =
0. Montrer que u est diagonalisable.Exer
i
e 12 � Soit n ∈ N∗. On 
onsidère l'appli
ation ϕ : Rn[X] −→ Rn[X] :

ϕ(P ) = (X2 − 1)P ′(X) − (nX + 1)P (X).1. Véri�er que ϕ est e�e
tivement un endomorphisme de Rn[X].2. Soit P un ve
teur propre de ϕ. Montrer que les seules ra
ines possibles de P dans C sont

−1 et 1. En déduire les valeurs propres de ϕ.3. L'endomorphisme ϕ est-il diagonalisable ?Exer
i
e 13 � Soit E un K-ev de dimension �nie, et p, q deux proje
teurs tels que p ◦ q = q ◦ p.On pose f = p + q et g = p ◦ q.1. (a) g est un proje
teur.(b) Spec(p) ⊂ {0, 1}, Spec(q) ⊂ {0, 1}, Spec(f) ⊂ 0, 1, 2.2. 0 ∈ Spec(f) ssi Ker p ∩ Ker q 6= {0}. Déterminer alors E0.3. 2 ∈ Spec(f) ssi Im p ∩ Im q 6= {0}. Déterminer alors E2.Exer
i
e 14 � Soit E un C-ev de dimension 4, B une base de E. Soit :

A =









1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1









et B =









0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0









.On note f l'endomorphisme dont la matri
e dans la base B est A.1. Donner une base de Im f et de Ker f . 2



2. (a) Soit y ∈ Im f non nul. Montrer que y est un ve
teur propre. Quelle est la valeurpropre asso
iée ?(b) Déterminer les valeurs propres de f .(
) L'endomorphisme f est-il diagonalisable ? Si oui, donner une base de diagonalisation.3. Diagonaliser B.Exer
i
e 15 � (d'après oral ESCP) � Soit A =





0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0



.1. Déterminer la matri
e B = A2 + 2I3.2. Montrer que B2 = B + 2I.3. Déterminer les valeurs propres de B, et les sous-espa
es propres asso
iés. B est-elle diago-nalisable ?4. En utilisant une relation entre les valeurs propres de A et les valeurs propres de B, justi�erque A n'est pas diagonalisable dans M3(R).5. Montrer que B est inversible et exprimer B−1 en fon
tion des matri
es B et I.6. On s'intéresse maintenant aux puissan
es de B.(a) On pose pour tout n > 2, Xn = (X2−X −2)Qn(X)+Rn(X), où Qn et Rn sont deuxpolyn�mes tels que deg(Rn) < 2.Justi�er l'existen
e et l'uni
ité de Qn et Rn, et déterminer Rn.(b) En déduire l'expression de Bn en fon
tion de I, B et n, pour n > 0.(
) Montrer que l'expression de Bn en fon
tion de I, B et n qui a été obtenue pour n > 0est en
ore valable pour les entiers négatifs.Exer
i
e 16 � (Oral ESCP) � Soit E l'espa
e ve
toriel des fon
tions 
ontinues sur R, à valeursréelles. Soit a > 0 un réel donné. À tout f de E, on asso
ie la fon
tion Ta(f) dé�nie pour tout

x réel par :

Ta(f) =
1

2a

∫ x+a

x−a

f(t) dt.1. Montrer que pour tout f de E, Ta(f) est bien dé�nie, et est de 
lasse C1 sur R.2. Montrer que Ta(f) est 
onstante si et seulement si f est périodique de période T = 2a.3. Montrer que l'appli
ation Ta est un endomorphisme de E. Détemriner son noyau. Ta est-ilsurje
tif ?4. Soit n > 2 un entier naturel et Rn[X] l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�mes de degréinférieur ou égal à n. Montrer que la restri
tion de Ta à Rn[X] est un endomorphisme de
Rn[X].On notera en
ore Ta 
ette restri
tion.5. (a) Montrer que la matri
e asso
iée à Ta dans la base 
anonique de Rn[X] est trian-gulaire supérieure. En déduire les valeurs propres de Ta. Cet endomorphisme est-ildiagonalisable ?(b) Soit f ∈ Rn[X]. Montrer que si le degré de f est égal à 2, f n'est pas ve
teur proprede Ta.(
) Montrer que si f est ve
teur propre de Ta, sa dérivée f ′ l'est également. En déduireles sous-espa
es propres de Ta. 3

Exer
i
e 17 � (Oral HEC) � Soit A =

(

0 −8
4 12

).1. Trouver P ∈ GL2(R) et D diagonale tels que D = P−1AP .2. Soit B tel que BA = AB. Montrer que tout ve
teur propre de A est ve
teur propre de B.En déduire que P−1BP est diagonale dès que B 
ommute ave
 A.3. Trouver toutes les matri
es M réelles d'ordre 2 telles que M2 = A.4. Même question ave
 A = I2, puis A =

(

0 1
0 0

).Exer
i
e 18 � (Oral HEC) � Soient trois suites réelles dé�nies par : ∀n ∈ N,







an+1 = −an + bn + cn

bn+1 = an − bn + cn

cn+1 = an + bn − cn.Déterminer (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N en fon
tion de a0, b0, c0 et n. Convergen
e ?Exer
i
e 19 � (Oral HEC) �1. Soit A =

(

a 1
0 b

). CNS sur a et b pour que A soit diagonalisable ?2. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivante une loi binomiale B(n, 1

2
). Soit M lamatri
e aléatoire M =

(

X 1
0 Y

). Cal
uler la probabilité de l'événement : � M est diago-nalisable �.Exer
i
e 20 � (Oral HEC) � Soit M =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



.1. Montrer qu'il existe an et bn tels que Mn = anM + bnI3. Les déterminer.2. Trouver le reste de la division eu
lidienne de Xn par X2 − X − 2. Retrouver 1.3. Diagonaliser M . Retrouver 1.Exer
i
e 21 � (Oral ESCP) � On 
onsidère la matri
e A =

(

a b

c d

) dans M2(Z). On supposequ'il existe un entier n > 2 tel que An = I2. Le but de l'exer
i
e est de montrer qu'alors, A12 = I2.On note σ l'ensemble des valeurs propres (réelles ou 
omplexes) de A.1. Montrer que λ ∈ σ si et seulement si λ2 − (a + d)λ + (ad − bc) = 0.En déduire que σ n'est pas vide.2. Véri�er que la matri
e A véri�e la relation A2 − (a + d)A + (ad − bc)I2 = 0.3. Montrer que σ véri�e l'une et seulement l'une des deux propositions suivantes :(i) σ ⊂ {−1, 1}(ii) il existe un entier p tel que 1 6 p < n
2

, et σ = {e
2 i pπ

n , e
−2 i pπ

n }.Que peut-on dire, dans 
e 
as, du nombre 2 cos
(

2pπ

n

) ?4. On suppose que Card(σ) = 2. En étudiant les di�érents 
as, montrer que A12 = I2.5. On suppose que σ = 1, et que A 6= I2.(a) En utilisant la question 2, montrer que Ker(A − I2) = Im(A − I2).(b) En déduire que A est semblable à T =

(

1 1
0 1

).(
) Cal
uler T k pour tout k > 1. En déduire une 
ontradi
tion.6. Montrer que si σ = −1 et A 6= −I2, on arrive également à une 
ontradi
tion.7. Con
lure. 4


