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ée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Mathématiques Algèbre 5 � Normes, OrthogonalitéExer
i
e 1 � Montrer que les appli
ations N 
i-dessous dé�nissent des normes sur E. Cesnormes sont-elles eu
lidiennes ?1. E = R
n, ∀X =
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|xi|.2. E = Rn[X], ∀P ∈ Rn[X], N(X) =
n
∑

k=0

P 2(k).Exer
i
e 2 � Soit n ∈ N
∗ un entier stri
tement positif.1. Montrer que n2
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.2. Montrer que pour tout k ∈ N,
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2Exer
i
e 3 � Soit f une appli
ation de [0, 1] vers R, 
ontinue et stri
tement positive sur [0, 1].Démontrer que

∫ 1

0

dt

f(t)
>

1
∫ 1

0

f(t) dt

.Donner une 
ondition né
éssaire et su�sante pour que l'inégalité pré
édente soit une égalité.Exer
i
e 4 � Les familles suivantes sont-elles des bases orthogonales de R
3 (muni du produits
alaire usuel) ? Sont-elles orthonormales ?
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 .Exer
i
e 5 � Déterminer une base de l'orthogonal de F dans E dans les 
as suivants :1. E = R
3, produit s
alaire usuel, F = Vect
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 ;2. E = R
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alaire usuel, F = Vect
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3. E = R
5, produit s
alaire usuel, F = Vect
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4. E = R3[X], 〈P, Q〉 =

∫ 1

0

P (t)Q(t) dt, F = Vect(X, X2 + 1).

Exer
i
e 6 �1. Déterminer un produit s
alaire ϕ sur R
2 tel que (1

1

)

⊥
(

1
0

) pour 
e produit s
alaire. Onpourra exprimer la matri
e de ϕ dans la base 
anonique de R
2.2. On demande de plus que (−2

1

)

⊥
(

0
1

). Déterminer un produit s
alaire 
onvenable.3. On demande en plus de l'hypothèse de la question 1 que (2
1

)

⊥
(

0
1

). Peut-on trouver untel produit s
alaire ?
Exer
i
e 7 �1. Soit B la base 
anonique de R

3, et C =
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. Montrer qu'il existe ununique produit s
alaire ϕ sur R
3 dont on exprimera la matri
e dans la base 
anonique B,tel que C soit une base orthonormale de R

3.2. Plus généralement, soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, et soit B une base de E.Justi�er qu'il existe un unique produit s
alaire sur E tel que B soit une base orthonormalepour 
e produit s
alaire.

Exer
i
e 8 � Déterminer une base orthonormale du sous-espa
e F de E dans les 
as suivants :1. E = R
3 muni du produit s
alaire usuel, F = Vect
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2. E = R
4 muni du produit s
alaire usuel, F = Vect
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3. E = R3[X], muni de 〈P, Q〉 =

∫ 1

−1

P (t)Q(t) dt, F = Vect(1, X, X2).2



Exer
i
e 9 � On se pla
e dans R
4 muni du produit s
alaire 
anonique. On pose u1 = (1, 0, 0,−1)et u2 = (−1,−1, 1, 1)1. Déterminer une base orthonormale de F = Vect(u1, u2)2. Déterminer une base orthonormale de E⊥.3. En déduire une base B orthonormale de R

4, di�érente de la base 
anonique.4. Déterminer dans la base β les 
omposantes de v = (1, 2,−1,−2), et de p(v), le projetéorthogonal de v sur F .
Exer
i
e 10 � Soit, F le sev de R

4 dé�ni par F = Vect
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. Soit X =
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.Déterminer le projeté orthogonal Y de X sur F .

Exer
i
e 11 � Soient n ∈ N
∗, et a0, a1, . . . , an des réels.1. Montrer que l'appli
ation (P, Q) 7→

n
∑

k=0

P (k)(ak)Q
(k)(ak) dé�nit un produit s
alaire sur

Rn[X].2. On suppose dans 
ette question que n = 2, a0 = 1, a1 = 2 et a2 = 3. Déterminer une baseorthonormale de R2[X].
Exer
i
e 12 � Soit Q l'appli
ation dé�nie sur R

2 par :

∀X =

(

x

y

)

∈ R
2, Q(X) = 2x2 + 5y2 − 2xy.1. Justi�er que pour tout X ∈ R

2, Q(X) > 0.2. On dé�nit, pour tout X ∈ R
2, N(X) =

√

Q(X). Montrer que N est une norme eu
lidiennesur R
2.3. Déterminer une base orthonormale de R

2 pour le produit s
alaire asso
ié à N .

Exer
i
e 13 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R, muni d'un produit s
alaire 〈·, ·〉. Soient F et
G des sous-espa
es ve
toriels de E.1. Montrer que si F ⊂ G, alors G⊥ ⊂ F⊥.2. Montrer que (F + G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥. 3

Exer
i
e 14 � Soit E = R[X]. On pose, pour tout n ∈ N, Pn = (X2 − 1)n et Qn = P
(n)
n(polyn�mes de Legendre).1. Véri�er que l'appli
ation ϕ : E2 → R dé�nie pour tout (P, Q) ∈ E2 par

ϕ(P, Q) =

∫ 1

−1

P (t)Q(t) dtest un produit s
alaire sur E.On suppose désormais E muni de 
e produit s
alaire, et on note Φ(P, Q) = 〈P, Q〉.2. Cal
uler Q0, Q1, Q2.3. Déterminer les éventuelles ra
ines de Pn, ainsi que leur ordre de multipli
ité.4. Déterminer le degré de Qn et son 
oe�
ient dominant.5. Prouver, par ré
urren
e sur k, que, pour tout entier k ∈ [[0, 1]], P
(k)
n admet au moins kra
ines réelles distin
tes dans ] − 1, 1[.6. À l'aide d'intégrations par parties, prouver que pour tout 
ouple (n, m) ∈ N

2 tel que

n > m,

〈Qn, Qm〉 = (−1)m(2m)!

∫ 1

−1

P n−m

n
(t) dt.En déduire que (Qn)n∈N est une famille orthogonale.7. Cal
uler, pour tout n ∈ N, ‖Qn‖.8. Soit n ∈ N. On pose, pour tout entier k ∈ [[0, n]], Wk =

Qk

‖Qk‖

. Démontrer que (W0, . . . , Wn)est une base orthonormale du sev Rn[X] de R[X], et que 
ette base est l'orthonormaliséede S
hmidt de la base 
anonique (1, X, . . . , Xn).
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